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KLUCZ ODPOWIEDZI DO ZADAN ZAMKNIETYCH

Nr zadania 1 2 3 4
Liczba punktow D B A C

ZADANIE KODOWANEJ ODPOWIEDZI
Zadanie 5. (0-2)

Wyznacz 2 gdziea i b (a <b) sa liczbami naturalnymi dodatnimi nalezacymi do zbioru

b )
L, . -2x—-1
rozwigzah nieroéwnosci X < "
x_

dwie cyfry po przecinku nieskonczonego rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre jednosci i pierwsze

Rozwigzanie:
Rozwigzmy nier6wnos¢:
—2x—1
x < —x )

Zalozenie: x # 4

—2x—1
Yo <0
x?—4x —-2x-—1
x—4 x—4 <0

x2—-2x+1
— <90

x—4
(x —1)2
— <0
x—4

(x—1)?*(x—-4)<0

Rozwigzanie nierownosci: x € (—oo; 1) U (1;4), zatema = 2 oraz b = 3.

a—2—066666
b_3_ ) s

Nr zadania 5

Rozwiagzanie 0 6 6
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SCHEMAT OCENIANIA ZADAN OTWARTYCH

Zadanie 6. (0-3)
Rozwigz rownanie sin3x — 4cos?x — isinx + 3 = 0 w przedziale x € (0, 2m).
Przykladowe rozwigzanie
. 1
sin3x — 4cos?x — 75 +3=0
. . 1
sin®x — 4(1 — sin®x) — 75 +3=0
. . 1
sin3x + 4sin’x — 7 5inx = 1=0
sinx=t, te{(-1,1)
t3+4t2—lt—1 =0
4

tz(t+4)—%(t+4)=0
(t+4)(t2—%>=0
1 1
(t+4)<t—§>(t+§)=0
t=—4¢(-1,1) lub t=§ lub t=—§

. 1 . 1
sinx =~ lub sinx = -3

Yy = sinx

o
S|Ne--——--
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...........ccovviiiiiiiiiiiii 1p.

Zdajacy zapisze roéwnanie uzywajac jednej funkcji trygonometrycznej np.:
sin3x + 4sin’x — Zsinx -1=0

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2p.

Zdajacy wyznaczy warto$ci funkcji trygonometrycznych

sinx = % lub sinx = —
i na tym zakonczy lub dalej popehia bledy
Rozwigzanie pelne ... 3p.

. . . . , . m 5t 7m 1linm
Zdajacy zapisze rozwigzani€ rownania: Xx € g, .

Zadanie 7. (0-3)

Wykaz, ze wyrazenie x* — 7x? + 4x + 25 osigga najmniejsza warto$¢ dla x = —2.
Przykladowe rozwiazanie (I sposob)

w=x*—7x%+4x + 25
w=x*—8x2+16+x*+4x+4+5
w=x?-4)?2+(x+2)>+5
Wykazemy, ze wyrazenie w osigga najmniejszg wartos¢ dla x = —2.

Wyrazenie (x2 — 4)? + (x + 2)? jest sumg liczb nieujemnych. Zauwazmy, ze wyrazenie to bedzie
rowne 0 gdy

x2=4)2=0 A (x+2)2=0
x2—4=0 A x+2=0
x=-2 VvV x=2) AN x=-2
x=-2

Wyrazenie (x? — 4)% + (x + 2)? osigga najmniejszg warto$¢ rowng 0 dla argumentu x = -2,
wiec wyrazenie  w = (x? —4)% + (x + 2)?> + 5 osigga najmniejszg warto$¢ rowng 5 dla
argumentu x = —2. To konczy dowdd.
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Schemat oceniania (I sposobu rozwigzania)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...

Zdajacy zapisze wyrazenie w postaci (x2 — 4)? + (x + 2)2+ 5
Rozwigzanie pelne ...

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Przykladowe rozwigzanie

I sposob
Wprowadzmy oznaczenie: W(x) = x* — 7x2 + 4x + 25.

Uzasadnimy, ze funkcja W osigga najmniejszg warto$¢ dla argumentu x = —2.

W'(x) =4x3 —14x + 4
W'(=2) =4(=2)>—14-(=2) +4=—-32+28+4=0

4 0 |-14] 4
-2 -8 16 | 4
4 | -8 | 2 =

W'(x) = (x + 2)(4x%? — 8x + 2)
Wix)=0 & (x+2)=0 lub (4x*—-8x+2)=0

x=-=2 lub 4x* —-8x+4+2=0
2x%2 —4x4+1=0

A= 8

_4-2V2 22 _4+242 2442

x = x
17 4 2 7 TZT g 2

Wix)>0 & (x+2)(4x>—-8x+2)>0
( 2—\/§> <2+\/§ >
x €| —-2; U ; Foo

2 2
Wx)<0 & (x+2)(4x>—-8x+2)<0
£ € (coo; —2)u<2 —2\/5; 2+2\/7>

W(-=2)=(-2)*-7-(-2)>+4-(-2)+25
W(-2)=5



SODMiDN

Str.6
Zasady oceniania zadan — poziom rozszerzony — 2019 =

KIELCE

24+4/2 2 +v2\" 2 42\ 2+42
w(B27)=(557) - (557) -+ 55

> > +25
2+42 91 — 82
W( 2 >= T~ 1992

Z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja W jest malejagca w przedziatach: (—oo; —2) oraz
2-V2 242 2+V2

2 72
minimum lokalne dla x = —2 oraz dla x =

; +00), wigc funkcja ta osigga

), rosngca w przedziatach (—2; #) oraz {
2+4/2
-

2

W by

Skoro W(—Z) =5o0razW (2+2\/§) — 91—48\/5

réwng 5 dla argumentu x = —2.

~ 19,92, wiec funkcja W osigga najmniejsza warto$¢

To konczy dowod.

Schemat oceniania (II sposobu rozwigzania)
Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ...........coooviiiiiiiiiiiiiiiiiii e 1p.

Zdajacy wyznaczy pochodng wielomianu W(x) = x* — 7x2 + 4x + 25,
W (x) =4x®—14x+ 4

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....................cocooo 2p.

Zdajacy wyznaczy miejsca zerowe pochodnej

Rozwigzanie pelne ... 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Zadanie 8. (0-3)

Punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami czworokata wpisanego w okrag, w ktorym
|AB| + |AD| = |CD| + |CB|. Miara kata BAD jest rowna a. Uzasadnij, ze
|AB|-|AD| 1 —cosa

|CD|-|CB| 1+ cosa

Przykladowe rozwiazanie

Z twierdzenia o czworokgcie wpisanym w okrag wynika, ze |ABAD| + |4#BCD| = 180°, zatem
|ABCD| = 180° — a.

WprowadZzmy oznaczenia tak jak na rysunku.

Z twierdzenia cosinusow dla trojkatow ABD oraz BCD wynika
m? = a? + b? — 2abcosa
m? = c? 4+ d? — 2cdcos(180° — a)
a? + b? — 2abcosa = c? + d? + 2cdcosa
(a + b)? — 2ab — 2abcosa = (c + d)? — 2cd + 2cdcosa
Z zalozenia wynikaze a +b = ¢ + d, wigc
—2ab — 2abcosa = —2cd + 2cdcosa

ab + abcosa = cd — cdcosa
ab(1 + cosa) = cd(1 — cosa)

ab _ 1 — cosa
cd 1+ cosa

To konczy dowod.
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Schemat oceniania
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...........ccovviiiiiiiiiiiii 1p.
Zdajacy przy przyjetych oznaczeniach zapisze
a? + b? — 2abcosa = c? + d? — 2cdcos(180° — a)
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2p.

Zdajacy zapisze dwa rownania, z ktérych w tatwy sposob moze uzasadnic¢ tezg np.
a’ + b? — 2abcosa = c? + d? + 2cdcosa oraz a? + b? + 2ab = ¢? + d? + 2cd
Rozwigzanie pelne ... 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 9. (0-3)

W wyscigu kolarskim udzial bierze 24 zawodnikow (sze$¢ 4-osobowych druzyn). Kazdy
Z uczestnikOw wyscigu ma te samg szans¢ wygrania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zawodnicy
z jednego zespotu uplasujg si¢ na trzech pierwszych miejscach?

I sposob rozwigzania

Zdarzeniem elementarnym jest kazda 24 wyrazowa permutacja bez powtorzen zbioru
24 - elementowego.
Q] = 24!

A — zdarzenie polegajace na tym, ze zawodnicy jednej druzyny uplasujg si¢ na trzech pierwszych
miejscach.

Trzech zawodnikéw z jednej z sze$ciu ustalonej druzyny mozna ulokowac na trzech pierwszych

miejscach na V2 = (;!3)' = 2-3 -4 = 24 sposoby, pozostaltych na 21!, a zatem

|A| = 6-24-21!

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:

|A|
P(A) = —
(4) ™
6-24-21!
P(4) = 24!
624
P(4) =

22-23-24
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3
11-23 253

P(A) =

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze trudnosci
p4: Yo £ L] - TR OO TR P PP OP R PPP TR 1p.

Zdajacy

e zapisze, ze wszystkich mozliwych wynikow ukonczenia wyscigu jest |Q| = 24!

albo

e wyznaczy liczb¢ wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: |A| = 6 - 24 - 21!

Zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale zadanie nie zostalo rozwiazane bezblednie

Zdajacy

e zapisze, ze wszystkich mozliwych wynikow ukonczenia wyscigu jest |Q| = 24! oraz
wyznaczy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: |A| = 6-24-21! i na tym
zakonczy lub dalej popetnia bledy

Zadanie zostalo rozwigzane bezblednie.......................cooo 3p.

Zdajacy

e obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia P(A) = 2?—3

I1 sposob rozwigzania

Rozwazmy tylko trzy pierwsze pozycje

Zdarzeniem elementarnym jest kazda 3 wyrazowa wariacja bez powtorzen zbioru
24 - elementowego.

24!
— V3 — —22.23.24 =
Q] =V5, = 3T 22-23-24 =12144

Mozemy rowniez obliczy¢ |Q| wykorzystujac regule mnozenia.
|Q] =24-23-22=12144

A — zdarzenie polegajace na tym, ze zawodnicy jednej druzyny uplasuja si¢ na trzech pierwszych
miejscach.

Na trzy pierwsze miejsca mozna wybra¢ trzech dowolnych zawodnikéw z kazdej 4-osobowej
. . . 4!
druzyny. Tych druzyn jest 6, wiec |[A] = 6-V2 =6 S =624=144

Mozemy rowniez obliczy¢ |A| wykorzystujac regule mnozenia.
|A| =24-3-2 =144

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:



Str 10 SODMIiIiDN
Zasady oceniania zadan — poziom rozszerzony — 2019 =

KIELCE
|A|
P(4) = —
(4) ™
144 3
P(A) = 502 = 753

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze trudnosci

p4: Yo £ L] - TR OO TR P PP OP R PPP TR 1p.
Zdajacy
e obliczy, ze wszystkich mozliwych wynikow na trzech pierwszych miejscach jest
Q| = 12144
albo

e wyznaczy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: |A| = 144
Zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale zadanie nie zostalo rozwiazane bezblednie

Zdajacy

e zapisze, ze wszystkich mozliwych wynikow na trzech pierwszych miejscach jest
|Q|] = 12144 oraz wyznaczy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: |A| = 144
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy

Zadanie zostalo rozwigzane bezblednie....................ooo 3p.
Zdajacy

e obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia P(A) = 2?—3
Uwaga

Jezeli zdajacy pomyli modele przy wyznaczaniu |A| oraz |Q|, to za cale rozwigzanie otrzymuje
maksymalnie 1 punkt za pierwszy etap rozwigzania.

Zadanie 10. (0-5)

Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f(x) = x2 + (3m — 4)x + m? — 3m + 3 ma dwa rozne
miejsca zerowe nalezgce do przedzialu (1, 3).

Przykladowe rozwiazanie
I sposob rozwigzania

Zapisujemy uklad warunkoéw
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A> 0
x; € (1,3)
x, € (1,3)

A>0
pe(l,3)
f(1)>0
f(3)>0
1) Rozwigzujemy nierdwno$¢ A> 0, czyli 3m — 4)? —4(m? —=3m+3) >0
5m? —12m+4>0
A= (~12)> —4-5-4 = 64

2)

3)
f()>0
143m—-44+m*-3m+3>0
m? >0
m=*0
4)
f(3)>0
9+9m —124+m?*—-3m+3>0
m?+6m>0

m € (—o0; —6) U (0; +o0)
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Uwzgledniajac rozwigzania wszystkich warunkéw mamy

|(m ( )U(Z +00)
et
\

m=*0
m € (—oo; —6) U (0; +0)

Rozwigzanie: m € (O; g)

Il sposob rozwigzania
Zapisujemy uktad warunkow
A>0
{xl € (11 3)
x, € (1,3)

Rozwigzujemy nierdéwno$¢ A> 0, czyli m € (—oo ; E) U (2; +o0) (rozwigzanie w I sposobie)

o x; € (1,3) .
Rozwigzujemy utad {xz €(13) czyli
(x;>1 A x,>1) A (x;<3 A x,<3)
x,—1>0 x, —3<0

{ (x; —1D(x,—1)>0 { (x;—3)(x,—3)>0
(x;—-D+(x,—1)>0 (x;,—3)+(x,—3)<0

{xlxz—(x1+x2)+1>0 A {x1x2—3(x1+x2)+9>0

X1 +x,>2 X1 +x, <6
{m2—3m+3+3m—4+1>0/\ {m2—3m+3—3(—3m+4)+9>0
—3m+4>2 —3m+4<6
m? >0 m?+6m>0
m<? N m>-2

3 3
m=#0 m € (—o0; —6) U (0; +0)
m<§ A m>—§

me (—oo;O)u(O; g) A me (0; +)
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Ostatecznie

Rozwigzanie: m € (O; E)

Schemat punktowania
Rozwigzanie sklada si¢ z trzech etapow
| etap. Rozwigzanie nierownosci A> 0.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy rozwigze nierowno$¢ A= 0 i nie odrzuci przypadku A= 0, to za ten etap otrzymuje
0 punktéw.

1<x;<3

1<x,<3° Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy moze

Il etap. Rozwigzanie ukfadu {
otrzyma¢ 3 punkty.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt gdy:

1<x,<3
1<x,<3
pierwiastkow trojmianu kwadratowego x? + (3m — 4)x + m? — 3m + 3, np.:

{xlxz—(x1+x2)+1>0 A {x1x2—3(x1+x2)+9>0

e zapisze ukiad { W postaci rOwnowaznej zawierajacej jedynie sume 1 iloczyn

X1 +x,>2 X1 +x, <6
albo
€ (1,3
. 1<x, <3 . o pe@3
e zapiszeuklad 1, _ " _ 5 w postaci rownowazne; f()>0
’ f3)>0

Zdajacy otrzymuje 2 punkty gdy:

e poprawnie rozwigze jeden z uktadow
{xlxz_(x1+x2)+1>0 /\ {x1x2_3(x1+x2)+9>0
X1 +x,>2 X1 +x,<6

i poda jedno z ich rozwigzan: m € (—o0;0) U (0; g) lub me (0; +x)
albo

p € (1,3)
e poprawnie rozwigze dwa sposrdd trzech warunkow ukfadu { f(1) > 0.

f(3)>0
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m -—=; =
3°3
m#=0

m € (—o0; —6) U (0; +o0)

111 etap. Etap ten polega na wyznaceniu czg¢sci wspdlnej zbiorow rozwigzan nierownosci z etapow

| i 11 oraz podaniu odpowiedzi m € (0; g) :

Za poprawne rozwiagzanie |11 etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 11. (0-5)
Dla jakich warto$ci parametru m rownanie |1 — 2x| — [x + 3| = —%mz ma dwa rézne dodatnie

rozwigzania?

Przykladowe rozwiazania
I sposob rozwiazania
Szkicujemy wykres funkcji f(x) = |1 — 2x| — |x + 3.

1
1-—2x dla xsz

[1-2x| = 1
—1+42x dla x>§

_[x+3 dla x = -3
|x+3|_{—x—3 dla x < -3

(1—-2x)—(—x—3) dla x € (—o0; —3)

(
| 1
fay =] A-20-G+3) dla xe(-3; )

L(—1+2x)—(x+3) dla x € (%? +00)

Ostatecznie
—x+4 dla x € (—oo; —3)

1
—3x—2 dla x € (=3; E)

(
f(x)={|
k x —4 dla xe(%; +00)

Szkicujemy wykres funkcji f.
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-1

b3
i

-3 \ 1
—a\

3l
2

. . , . 1 . ;. . . .
Zauwazmy, ze aby rownamie |1 — 2x| — [x + 3| = —Emz miato dwa rozne dodatnie rozwigzania

‘s . . 1 . . .
warto$¢ wyrazenia — Emz musi spetnia¢ nastgpujacy warunek

{ m € (—V7; V7)

m € (—oo; —2) U (2; +o0)

Ostatecznie m € (—V7; —2) U (2; V7).

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep, ale konieczny na drodze pelnego rozwigzania
7420 b= 1 o1 T- USSP 1p.

Zdajacy zapisze wyrazenia |1 — 2x| oraz |x + 3| bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej, np.
1
1-2x dla x < >

[1-2x| = 1
—-1+2x dla x> >
_[x+3 dla x> -3
|x+3|_{—x—3 dla x < -3
Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny POStep ...........cccccoviiiiiiiiiiiiii 2p.

Zdajacy zapisze funkcje f bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;j, np.
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(—x+4 dla x € (—o0; —3)

l 1
4 —3x—2 dla x€(-3; E)

I 1
k x—4 dla xe(z; +00)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...

flx) =

Zdajacy naszkicuje wykres funkcji f, na ktérym zaznaczy punkty charakterystyczne wykresu,
koniecznae do poprawnego zapisania uktadu nierownosci.

Rozwigzanie prawie pelne...............coooiii
Zdajacy zapisze uklad nierownosci 21
Rozwigzanie pelne ...

Zdajacy zapisze rozwiazanie zadania: m € (—/7; —2) U (2; V/7)

I1 sposob rozwigzania

1
1-—2x dla xsz

[1-2x| = 1
—1+42x dla x>§

_[x+3 dla x> -3
|x+3|_{—x—3 dla x < -3

(1-2x)—(—x—3) dla x € (—o0; —3)

(1-2x)—(x+3) dla x € (-3 1)

(

|
|1—2x|—|x+3|=4 2

| 1

k(—1+2x)—(x+3) dla xe(z; +00)

Ostatecznie
—x+4 dla x € (—o0; —3)

[
| 1
|

1
x—4 dla xe(z; +00)
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Rozwazmy teraz trzy przedzialy:
1) x € (—o0; 0) 2) «xE€ (0; l) 3) «xe€ (l; +00)
Interesuja nas dwa r6zne 2 2
dodatnie rozwigzania, wigc 1
w tym przedziale ich nie —3x—-2= _Emz x—4= _Emz
ma. 1 .2 _ 1,
x = gm —3 x=4- Em
1 .1
0< gm - § < E m2 <7
0<m?—4<3 m € (—V7; V7)
4<m?<7
meE (—\/7; —2) U (2; \/7)

meE (—\/7; —2) U (2; \/7)

m € (—T; \7) cwiee m € (—7; ~2) U (2 V7).

Ostatecznie {

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep, ale konieczny na drodze pelnego rozwigzania

42 0 - | - USSR 1p.
Zdajacy zapisze wyrazenia |1 — 2x| oraz |x + 3| bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej, np.

1
1-—2x dla xsz

[1-2x| = 1
—-1+2x dla x> >
_[x+3 dla x = -3
|x+3|_{—x—3 dla x < -3
Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny POSEEP ...........coovviiiiiiiiiiiiiiiiii e 2p.

Zdajacy zapisze wyrazenie |1 — 2x| — |x + 3| bez uzycia symbolu wartosci bezwzglgdnej, np.
(—x+4 dla x € (—o0; —3)

1
I 1
k x—4 dla xe(z; +00)
Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .................cooeeiiiiiiiiienn e 3p.
Zdajacy

e wyznaczy warto$cim € (—\/7 ; —2) U (2 ;7 ), dla ktérych jedno z rozwigzan rOwnania nalezy
. 1
do przedzialu (O, E)

albo
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e wyznaczy wartos$ci

m € (—V/7; \V/7), dla ktérych jedno z rozwiazan réwnania nalezy do przedziatu (%; +0)
Rozwigzanie prawie pelne...............ccoooii s 4 pkt.

e wyznaczy wartoscim € (—\/7 ; —2) U (2 i V7 ), dla ktorych jedno z rozwigzan réwnania nalezy
do przedziatu (O; %) oraz wyznaczy wartosci m € (—/7; \/7), dla ktorych jedno z rozwigzan

rownania nalezy do przedziatu (%; +0).
ROZWIgzanie PeIe ...............oooiiiiiii 5 pkt.

Zdajacy zapisze rozwigzanie zadania: m € (—/7; —2) U (2; V7).

Zadanie 12. (0-5)
Punkty A =(3,9),B =(=5,3)orazC = (2, —6;) sg kolejnymi wierzchotkami czworokata
ABCD opisanego na okregu o srodku w punkcie S = (2,2). Wyznacz wspdtrzedne punktu D.

Przykladowe rozwigzanie
Wykonujemy pomocniczy rysunek

= MW B Oy~ @ w0 o

D
1

3876543& 1 2 34 5 667 8 5 19111213 14 15

.'-...C

[ T R
@ ~ o o B

Okrag jest styczny do bokow czworokqta: w szczeg6lnosci do boku AB, wigec promien tego okregu
jest odlegloscig punktu S od prostej AB.

Wyznaczamy wigc rOwnanie prostej AB.
(v —ya)(xg —x4) — (¥p —ya)(x —x4) =0
y-9(-5-3)-3B-9x-3)=0
—8(y—9)+6(x—-3)=0
—8y+72+6x—18=0
3x—4y+27=0

Obliczamy dtugos$¢ promienia okregu stycznego do boku AB.
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_13-2-4-2+27|
V32 + (—4)?
25
V25
r=>5
Prosta j przechodzi przez punkt A i jest styczna do okrggu, wigc odleglos¢ punktu S od prostej j jest
rowna 5.

r

j: y=ax+b
Prosta ta przechodzi przez pnkt A = (3,9), wiec 9 = 3a + b,a zatem b = 9 — 3a.
j: y=ax+9—3a
j: ax—=y+9—-3a=0
Odlegto$¢ punktu S = (2,2) od prostej ax —y + 9 — 3a = 0 jest rdbwna 5, wiec
[2a — 2 +9 — 3aq| _c
Ja? + (-1)?
|7 —al
a?+1 B
49 — 14a + a? = 25(a® + 1)
24a’> + 14a—24=0
12a? +7a—12=0
A=7%?—-4-12-(-12) = 625

5

VA= 25
—7-25 32
M=To4 T3
~7+25 18 3
M=o T4

Wyznaczamy roOwnanie prostej j:
4
dla al —_— _5
y = —gx + 13 - prosta AD — prosta j,
3
dla az —_— Z
3 27
y=Lx+t, - prosta AB

Prosta k przechodzi przez punkt C i jest styczna do okregu, wigc odleglos¢ punktu S od prostej k
jest rowna 5.

k: y=cx+d

Prosta ta przechodzi przez pnkt C = (2, —6&), wigc —6% =2c+d,azatemd = —6§ — 2c.
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1
k: y=cx—6§—2c

1
k: cx—y—6§—2c=0

Odlegto$¢ punktu S = (2,2) od prostej cx —y — 6§ — 2c = 0 jest robwna 5, wiec

=5
c?+(-1)2
|-84]
=5
c?+1
625
— =25(c?+1)
9
16
2 -~
“ T
4 4
C1 = §, Cy, = _§
Wyznaczamy réwnanie prostej k:
4
dla Cl — 5
y = gx — 9 - prosta DC — prosta k,
4
dla Cz — _5

y = —gx —13—1 - prosta BC.

Wyznaczamy wspétrzedne punktu D rozwigzujac uktad rownan

(4
<y——§x+13
4
Ky—gx—9
( 8 _ 2
1 §x_
4
Ky=§x—9
33
Sy
4 33
y=5-
=8
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Rozwigzanie: D = (8&, 2).

Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep, ale konieczny na drodze pelnego rozwiazania
p4: Yo £ L] - TR OO TR P PP OP R PPP TR 1p.

Zdajacy obliczy dtugo$¢ promienia okregu r = 5.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ..........cccoviiiiiiiiiiiiiic e 2p.

Zdajacy
e zapisze rOwnanie prostej j uzalezniajac je od jednego parametru, np. y = ax + 9 — 3a

albo

e zapisze rOwnanie prostej k uzalezniajac je od jednego parametru, np. y = cx — 6§ — 2c.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3p.
Zdajacy

e Wyznaczy réwnanie prostej k: y = gx -9

albo

e wyznaczy rOwnanie prostej j: y = —gx + 13

Rozwigzanie prawie pelne...............ccooiiiiiiiiii i 4 pkt.
Zdajacy wyznaczy rOwnanie prostej k: y = gx — 9 oraz rOwnanie prostej j: y = —%x + 13
ROZWIgzZanie PeIe...............oooiiiiiiii s 5 pkt.

Zdajacy wyznaczy wspotrzedne punktu D = (8;, 2).

Zadanie 13. (0-5)
Liczby x, y, z, w podanej kolejnosci sg trzema poczatkowymi wyrazami malejacego ciggu

geometrycznego (a,). Suma tych liczb jest rowna 3%. Jezeli od trzeciej z tych liczb odejmiemy %
to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego. Wyznacz x, y, z oraz wszystkie wartosci
n, dla ktorych a,, > %, gdzie S jest sumg wyrazow nieskonczonego ciagu (a,).

Przykladowe rzwiazanie (I sposob)

Liczby x, y, z w podanej kolejnosci sg trzema wyrazami ciggu geometrycznego, wiec
wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:
a, =x, a, = xq, az = xq°>.
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Liczby x, y, z — %, w podanej kolejnosci sg trzema wyrazami ciggu arytmetycznego, wigc

2 1
xX+xq°—3
xXq = >

Suma liczb x, y, z, jest rtowna 3 %, wiec x + xq + xq? = 3

N | =

2xq=x+xq2—%
1

x+xq+xq2=35'

Rozwigzujemy uktad réwnan

. , . . _ 7 .
Z drugiego rownania uktadu otrzymujemy x = raray Ve

7 7 , 7 1

U0 tq+q) 2049+ U 20+q+ ) 2
14q=7+7¢*—-1—-q—q*
6q2—15¢+6=0
2q*-5q+2=0

A=9
5-3 5+3
W=7 = =2
1
q=3 q=2
_ 7 lub { — 7
X = 2(1+240) 2(1+2+4)

=1 q=2

{q—z|w { 1

x=2 Xr=3

Ciag (a,) jest malejacy, wiec {

1
Ostatecznie {q T2 ,wiecx=2,y=1,z= %
x =2

Wyznaczamy teraz wszystkie wartosci n, dla ktérych a, > é, gdzie S jest suma wyrazow
nieskonczonego ciggu (a,). W tym celu okre$limy wzor ogdlny ciggu.

— n-1
an = a19q

1
a=2(3)
1 n-—2

=)

Wyznaczamy teraz sume S wyrazOw nieskofnczonego ciggu (a,). Iloraz ciagu q = % € (—1,1),

n-1

wigc suma ta istnieje.
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Rozwigzujemy nier6wno$¢

Ostateczne rozwigzanie: x = 2, y=1, z = % ,ne{l, 2, 3, 4}.

Przykladowe rzwiazanie (11 sposob)

Liczby x, y, z w podanej kolejnosci sg trzema wyrazami ciggu geometrycznego, wigc
y? = xz
Liczby x, y, z — % w podanej kolejnosci sg trzema wyrazami ciggu arytmetycznego, wiec
1
y—x=z-5-Y.
Suma liczb x, y, z, jest rowna 3;, wigcx+y+z= 3%.
( y? = xz
Rozwigzujemy uktad rownan { y—x=z—77Y,
k xt+y+z= 3%

Z drugiego réwnania otrzymujemy z = 2y + l - X,

y? (2y+——x>
=3

1
2 _ — —
x+y+ y+2 5
1
{yzzx(2y+z—x>
y=1
1= (21 )
y=1

2 21 +1=0
{x Zx =
y=1
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x =2 x=1
{_1|w 2

1
2 nie spelnia warunkoéw zadania.
1

X

Ciag (a,) jest malejacy, wiec {
y

%MWNEF_

. 1
y=1 w1@cx—2,y—1,z—;.

Wyznaczamy teraz wszystkie wartosci n, dla ktorych a, > %, gdzie S jest sumg wyrazow

nieskonczonego ciggu (a,,). W tym celu okre$limy wzor ogdlny ciggu.

1
a1 = 2
an = a;q" "
1 n-1
t=2:(3)

1 n-2
w=(3)

Wyznaczamy teraz sume¢ S wyrazoOw nieskonczonego ciggu (a,). Iloraz ciggu q = % € (—1,1),
wiec suma ta istnieje.

Rozwigzujemy niero6wnos¢

1

Ostateczne rozwigzanie: x =2, y=1, z = S mE {1, 2, 3, 4}.
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Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania

p4: Yo £ L] - RO TSP TSRS P PRSPPI 1p.
Zdajacy

2xq = x + xq% — =
e zapisze uktad rownan 21 ,

x+xq+xq° =3

albo
( Y =uxz

e zapisze uktad réwnaﬁ{y —XxX=z —%—Y
k x+y+z= 3%

i na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy

Rozwiazanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ....cccevererrricssanisssancsssnncsssnssssssssssssssssssssnsssssassssssssssnns 2p.

Zdajacy
e doprowadzi do réwnania z jedng niewiadoma np. 6g% — 15q + 6 = 0

albo

1
e uklad { Y —X=2=757Y dorownania z jedng niewiadomag
k xt+y+z= 3%

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci Zadania...........cceeccrseienssnicssnisssnnsssncssssnssssssssssssosssssssssssssss 3p.
Zdajacy
_1 q=2
e prawidlowo rozwigze uktad =7 b g =1 i wskaze rozwigzanie, ktére spelnia warunki
x =2 T2
_1 :
zadania{q T2,
x =2
albo
X i 2 X =%
e prawidlowo rozwiaze uktad {Y = } lub y=1 1 wskaze rozwigzanie, ktore spetnia warunki
2=3 z=2
x =2
zadania {Y = } ,
zZ = E

i na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.

Rozwiazanie prawie pelne ........cccoviviiminiinniinnniininiinnnicnninniinsiennssssissssisssssssssssssses 4 p.
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Zdajacy obliczy x =2, y=1, z =% oraz zapisze warunek, z ktorego moze obliczy¢ n, np.:

n—2
G) = i i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

ROZWIazZanie PeIME ....ccuviiiviiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiissiississsssisssnissssssssssssssssssssssssssssssssses D Po

Zdajacy obliczy x =2, y =1, z =§ orazn € {1, 2, 3, 4}.

Zadanie 14. (0-6)

W ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS, w ktorym krawedz podstawy ma diugos¢ 10,

a krawedz boczna V194, wpisano stozek. Wierzcholek stozka znajduje si¢ w punkcie przecigcia
przekatnych podstawy ostroshupa, a jego podstawa rownolegta do ptaszczyzny podstawy ostrostupa
jest styczna do wszystkich $cian bocznych ostrostupa (rysunek ponizej). Wyznacz wysoko$¢ stozka,

jezeli stosunek objetosci stozka do objetosci ostrostupa jest rowny 322

Przykladowe rozwigzanie
Obliczamy wysokos¢ ostrostupa.
Zauwazmy, ze |0C| = 5v/2.
|0C|? +|0S|? = |CS|?

(5v2)" +10S]2 = (V194)°
50 + |0S|? = 194
|0S|? = 144
0S| = 12
Dla ufatwienia zapisdw wprowadzmy natepujgce oznaczenia: |OE| = h, |EG| =, |ES| = 12 — h.
Zauwazmy, ze h € (0;12) oraz r € (0;5).
Trojkaty FOS 1 GES sa podobne, wigc
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FO GE

0S ~ ES

5 r
12 12-nh

5(12 — h)
T

2r’h =75
5(12—h
2(( )
12
25(144 — 24h + h?)
2 h =
144

144 — 24h + h?
72

h3 — 24h? + 144h — 216 = 0

2
)h=75

75

Korzystajac z twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianu tatwo sprawdzi¢, ze jednym z
rozwigzan rownania jest h = 6.
Dzielagc wielomian (h3 — 24h? + 144h — 216) przez dwumian (h — 6) otrzymujemy
(h—6)(h*—18h+36) =0
h=6 lub h*—18h+36=0
A= (—18)2—4-36 =180

VA= 6V5
18 — 6v/5
2
18 + 6v/5
————1C=9+3W§>12

22
Ostatecznie istniejg dwa stozki spetniajace warunki zadania, gdzie h € {6, 9 — 3\/§}
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Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, ale konieczny na drodze pelnego rozwiazania
p4: Yo £ L] - TR OO TR P PP OP R PPP TR 1p.

Zdajacy obliczy wysokos¢ ostroshupa |0S| = 12.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ..........cccvviiiiiiiiiiiiiice e 2p.
Zdajacy zauwazy, ze trojkaty FOS i GES sg podobne zapisujac, Ze np.: % = %

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania .................ccoccooiiiiiiiii 3p.
Zdajacy zapisze uktad warunkow, np.: 15—2 = ﬁ oraz 2r’h =75

Rozwigzanie prawie pelne...............ccooiii s 4 pkt.

Zdajacy doprowadzi do rownania jednej zmiennej, np.: h3 — 24h% + 144h — 216 =0
ROZWIgzZanie PeIe ..............oooiiiiiiii 5 pkt.

Zdajacy wyznaczy wysokosci dwoch stozkow spetniajacych warunki zadania h € {6, 9 — 3\/5}

Zadanie 15. (0-6)

Dany jest graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 6 1 wysokosci 18.
Wysoko$¢ tego graniastostupa  zmniejszono o x (x > 0), a wszystkie krawedzie podstaw

zwigkszono o %X. Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastostupa, ktorego objetos¢ jest
najwigksza.

Przykladowe rozwigzanie

Zapisujemy objetos$¢ graniastostupa w zaleznosci od warto$ci x .

1 2
V(x) = (6 + Ex) (18 —x)
Ustalamy dziedzing tej funkcji:
D, = (0;18)

V(x) = —1x3 — Ex2 + 72x + 648
4 2

3
V'(x) = —sz —3x+72

3
V’(x)=0<:)—zx2—3x+72=0
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3
A= (—3)2—4-<—Z>-72 =9+ 216 = 225

L3-8 _—12
(-3 -3
x—3+15—18 12¢D
2 14

(-3 -3

3
V’(x)>0(=—zx2—3x+72> 0
Uwzgledniajgc dziedzine otrzymujemy x € (0; 8).

3
V’(x)<0(:>—zx2—3x+72<0

Uwzgledniajgc dziedzine otrzymujemy x € (8; 18).

Funkcja V jest rosngca w przedziale (0; 8), malejaca w przedziale (8; 18), a w punkcie x = 8
osigga maksimum lokalne, ktdre jest zarazem najwiekszg wartoscig tej funkcji. W zwigzku z tym
dla x = 8 objetos¢ graniastostupa ABCD jest najwigksza.

Obliczamy pole powierzchni catkowitej graniastostupa, ktorego objetos¢ jest najwigksza.
Wymary graniastostupa: krawedz podstawy — 10
wysokos¢ — 10
P.=6-102
P. =600

Schemat punktowania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

e Pierwszy etap skiada si¢ z dwoch czescei:
a)  zapisanie objetosci graniastostupa w zaleznosci od x:
2
V(x) = (6+3x) (18 -x),
b)  okreSlenie dziedziny funkcji: Dy = (0;18)
Za kazda z czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkcie.

e Drugi etap sklada si¢ z trzech cze$ci:

a)  wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej V (x) = —ix?’ - ;xz + 72x + 648:
V'(x) = —2x2 = 3x + 72,

b)  obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x; = 8, x, — 12,

C)  uzasadnienie, ze dla x = 8 funkcja VV osiaga najwickszg warto$¢, np. zapisanie, ze w
przedziale (0; 8) funkcja jest rosngca, w przedziale (8; 18) malejaca oraz V'(8) = 0,
wigc dla x = 8 funkcja V osigga maksimum lokalne, ktore jest wartos$cig najwicksza tej
funkcji.
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Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia
cz¢$¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.

e Trzeci etap

Obliczenie pola powierzchni catkowitej graniastostupa o najwigkszej objetosci P. = 600.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.



