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ODPOWIEDZI DO ZADAN ZAMKNIETYCH

Nr zadania 1 2 3 4

Poprawna odpowiedz B D C A

ZADANIE KODOWANEJ ODPOWIEDZI

Zadanie 5. (0-2)

Dane s zdarzenia losowe 4,B 1 takie, 2e P(B') =< i P(AUB) =Z. Oblicz P(A\B), gdzie

zdarzenie A\B oznacza réznice zdarzen A i B. Zakoduj kolejno pierwsze trzy cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Przyktadowe rozwigzanie
Zauwazmy, ze P(A\B) = P(A) —P(AnB)oraz P(B)=1—-P(B') = 2
Z witasnosci prawdopodobienstwa P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) wynika, ze

P(A) —P(AnB) =P(AUB)—P(B)

4 2 12 10
O e e T

2
P(A\B) = T 0,13333 ...

Nr zadania 5

Rozwiazanie 1 3 3
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SCHEMAT OCENIANIA ZADAN OTWARTYCH

Zadanie 6. (0-3)

W tréjkacie ABC dtugosci bokéw spetniajg warunki: |[BC| = 14, |AB| = 2|AC| oraz miara kata
wewnetrznego BAC jest réwna 120°. Oblicz obwdd tego trojkata.

Przyktadowe rozwigzanie (I sposdb)
Wykonajmy pomcniczy rysunek i wprowadZmy oznaczenia: |[AC| = x, |AB| = 2x.

120° T
2X

Wykorzystujac twierdzenie cosinuséw otrzymujemy
|BC|?> = |AC|? + |AB|? — 2|AC| - |AB| - cos120°,
14% = x%2 4+ (2x)? — 2x - 2x - cos(180° — 60°),
196 = 5x% — 4x2 - (—c0s60°),

196 = 522 — 4x? - (1),

7x?% = 196,
x? = 28,
x =27

Zatem |AC| = 2V/7, |AB| = 4\/7, wiec obwdd trojkata jest rowny L = 14 + 6/7.

Przyktadowe rozwigzanie (Il sposéb)

Wykonajmy pomcniczy rysunek i wprowadzmy oznaczenia: |AC| = x, |AB| = 2x, |AF| = a,
|CF| = b.

. . x xV3
Zauwaimy, ze a = > b= -

Wykorzystuujagc twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata FBC otrzymujemy
|FB|? + |FC|? = |BC|?

) () =
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25x2 N 3x% 196
4 4
28x% = 784
x? =28

x=2V7

Zatem |AC| = 2V/7, |AB| = 47, wiec obwdd tréjkata jest rowny L = 14 + 6+/7.

Schemat oceniania

ZdAJGCY OLIZYMUJE ..eeeeeeeeiiiissssssss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s e s e s s e e e s e s s sssssssssnssns
jesli

e zastosuje twierdzenie cosinuséw zapisujac np.: |[BC|? = |AC|? + |AB|? — 2|AC| * |AB| - cos120°
albo

[ . . . . x xV3
* (Il sposéb rozwiqzania) zapisze, ze a =7, b = ——

albo

e obliczy c0s120° = —=,
ZAQJGCY OLIZYMUJE ....eeeeeeeeeiccccccrressseessssssssssssss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssssnssssssssnssnsnnsnsssssssssnssssssssns
jesli

e zapisze réwnanie z jedng niewiadoma, w ktérym podstawia za cos120° wartosc —% np.:

196 = 5x2 — 4x? - (—%)

albo
, . . . , . . . . 5 2 xV3 2
o (/I sposdb rozwiqzania) zapisze réwnanie z jedng niewiadomag, np.: (5 x) + (—) =14

ZAQJGCY OLIZYMUJE ....eeeeeeeicccccesesssersessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssnssssssssnsssnssnssnssssnnsssssssssssssnssnns
jesli obliczy obwdd tréjkata L = 14 + 6+/7.

Zadanie 7. (0-3)

Rozwiaz réwnanie 2cos?x = —3sinx w przedziale (—m; 2m).

Przyktadowe rozwigzanie
Przeksztatcamy réwnanie w sposdb réwnowazny
2cos?x = —3sinx,
2(1 — sin®x) = —3sinx,
—2sin’x +3sinx+2=0,
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Dla utatwienia obliczer podstawiamy zmienng pomocniczg sinx = m, gdzie m € (—1; 1).
—2m? +3m+ 2 =0, gdziem € (—1;1)
Rozwiazujac réwnanie —2m? + 3m + 2 = 0 otrzymujemy m = —%, wiec sinx = —%.

Zatemx = — 5?” + 2km lub x = —% + 2km, gdzie k — liczba catkowita.
71 11

s _ T _ _
_,xz——g,x3—_,X4— .

W przedziale (—m; 2m) mamy nastepujace rozwigzania: x; = — S S S

Schemat oceniania

ZdQJGCY OLIZYMUJE ..eeeeeeerissss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s s s e e s e s s s ssssssnnsn

jesli zapisze rownanie przy pomocy jednej funkcji trygonometrycznej, np.:

—2sin’x + 3sinx + 2 = 0.

ZdAJGCY OLIZYMUJE ..eeeeeeeiicrssss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s s e e s s s s e s s s s s assssssnnss
e . 1

jesli zapisze, ze sinx = — >

ZAQJGCY OLIZYMUJE ..oeeeeeeeiiccccccsrssssssssssssssss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s aa s ssssssssnnnnnnn
SIT . . 51 7T 11w

jesli poda rozwigzanie: x; = X2 = T X3 = X =
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Zadanie 8. (0-3)

Na boku AB tréjkata ABC obrano punkt D w ten sposéb, ze % = % Na odcinku CD obrano taki
punkt F, Ze% = % (popatrz na rysunek). Przez punkty B i F poprowadzono prostg, ktéra przecieta

bok AC w punkcie E. Uzasadnij, ze stosunek pola tréjkata AEB do pola trojkata ECB jest rowny 5:9.

Przyktadowe rozwigzanie

WprowadZmy na rysunku dodatkowo elementy:

E <
// H-“*-‘k__* F
~
M~
7 BTN
A
. ., . P 5
Nalezy uzasadni¢, ze —4EE =2,
Pgce 9
P ZAE|h |AE|
Zauwaimy, ze 2EB =2 = ——
Pgcg  J|ECIh  |EC]
., . |AE| _s
Woystarczy zatem udowodni¢, ze ﬁ =5

Poprowadzmy prostg DM réwnolegtg do EB. Z twierdzenia Talesa wynika, ze % = % ,
laM| _ 2
IME| ~— 3’

2
|AM| =2 |ME]|.
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IDF _ 1 . |DF| _ 1

= —, wiec =
|pc| 4 & |Fc| 3

Z twierdzenia Talesa wynika rowniez, ze

IME| _ |DF|
|EC| |Fc|’
IME| _ 1
|EC| 3’

(1) |EC| = 3|ME].
|AE| = |AM| + |[ME|,

|AE| = 2|ME| + |ME|,

(2) |AE| = 2 |ME]|

7(1)i (2) otraymujemy, ze 481 — SMEL
i (2) otrzymujemy, ze \EC| — 3ME|"’ wiec
14E| _ 5
EC| — 9
Co nalezato uzasadnic.
Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktOrym jest istotny POStEP ....ccciiiiiiiiiiiiiiicccccccerrrrrerr e e e ssse s ee e e s s e s e e e e e eeeeeeseeeeeeeeeeeeenes 1p.

Zdajacy przy przyjetych oznaczeniach zapisze, ze

et . . |AE
e szukany stosunek pdl tréjkatow jest rowny stosunkowi ﬁ,
albo
. . . .. |AM]| 2
e poprowadzi prostg rownolegta do EB przechodzaca przez punkt D i zauwazy, ze \ME| =3
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........ccceeeeeiiiiiiiccccccccccccccsceerereerrrrerrrre e ee e s e e e e e e e e e eeeees 2p.
Zdajacy zapisze, ze
.. . |AE| _ 5 .. |AM| 2
e wystarczy udowodni¢, ze — = = oraz zauwazy, ze — = -,
|EC| 9 IME| 3
albo
., . |AE| _ 5 .5 IME| 1
e wystarczy udowodni¢, ze — = = oraz zauwazy, ze — = -.
|EC| 9 |[EC| 3
ROZWIQZaNie PEINE ... ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eesaeeaaeeeeeeeeeseeaeeaseeeeaeeeeeaeeanens 3p.

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.
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Zadanie 9. (0-4)

W kopercie znajduje sie 5 kartek oznaczonych cyframi 1, 2,3,5, 6. Losujemy trzykrotnie kartke za
kazdym razem zwracajac jg do koperty. W ten sposdb otrzymujemy trzy kolejno wylosowane liczby.
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania takich liczb, aby ich iloczyn byt podzielny przez 6.

Przyktadowe rozwigzanie
| sposéb rozwigzania

Jest to model klasyczny. Za kazdym razem mamy 5 mozliwosci wylosowania jednej karteczki. Zbior
wszystkich zdarzen elementarnych ) jest zbiorem wszystkich tréjwyrazowych ciggdéw, ktérego
wyrazami sg liczby catkowite z pieciolelementowego zbioru {1, 2, 3,5, 6}.
Zatem

Q] =5-5:5=5%=125

Niech A bedzie zdarzeniem polegajagcym na wylosowaniu trzech liczb takich, ze ich iloczyn jest
podzielny przez 6.

Rozpatrzmy 4 przypadki:

1) liczba 6 wystgpi doktadnie jeden raz,
ny =3-4-4 =48,
2) liczba 6 wystgpi doktadnie dwa razy,
n, =3-4=12,
3) liczba 6 wystgpi doktadnie trzy razy,
n; =1,
4) liczba 6 nie wystgpi w ogdle.
Aby iloczyn trzech liczb byt podzielny przez 6, jednym z czynnikdéw musi by¢ 2, drugim 3.
|- (jedna 2,jedna3) n, =2-C#-2 =12,
Il - (jedna 2, dwie 3) ng = 3,
Il - (dwie 2, jedna 3) ng = 3.
Ostatecznie

Al =48+ 12+ 1+ 12+3 +3,
|A| = 79.
Zdajacy moze réwniez obliczyé liczbe zdarzen elementarnych zdarzenia przeciwnego A'.
Nie moze pojawié sie liczba 6, czyli ropatrywaé bedziemy tylko liczby ze zbioru {1, 2, 3,5}

Rozpatrzmy 4 przypadki:

1) moga wystgpic tylko liczby 1i 5
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ki =2-2-2=8

2) wystapi (jedna 2, bez liczby 3) lub (jedna 3, bez liczby 2)
ky,=2-3-2-2=24

3) wystapia (dwie 2, bez liczby 3) lub (dwie 3, bez liczby 2)

k;=2-3:2=12
4) wystgpig trzy dwajki 2 lub 3 trdjki

ky=2

Zatem |A'| =8+ 24 + 12 4+ 2 = 46, wiec |A| =125 — |A'| = 125 — 46 = 79

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajgcego natym, ze iloczyn wylosowanych liczb jest
podzielny przez 6.

P(A) =
P(4) =Z.

Schemat oceniania | sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do petnego

FOZWIQZANIA ceevriieiiiiirnnneniiisiiiineennesiissiiieeassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnssssssssssssnnne

Zdajacy
e obliczy [Q] = 125
albo

e wypisze wszystkie mozliwe roztgczne przypadki, w ktdrych wystgpi zdarzenia A4,
albo

e wypisze wszystkie mozliwe roztgczne przypadki, w ktérych wystapi zdarzenia A'.

Rozwigzanie, w ktOGrym postep Jest iStOtNY ......cccceeieiiiiiiiiiiicicccccccrrrceer e sesee e se e s e eeeeeeeeseeeeesseseeeeneees

Zdajacy

e obliczy || = 125 oraz wypisze wszystkie mozliwe roztgczne przypadki, w ktdrych wystapi
zdarzenia A4,

albo

e obliczy || = 125 oraz wypisze wszystkie mozliwe roztgczne przypadki, w ktdrych wystapi
zdarzenia 4,

albo

e obliczy || = 125 oraz obliczy liczbe zdarzeri elementarnych w dwdch spoérdd 4 przypadkdw
rozpatrywanych dla zdarzenia A:

1) liczba 6 wystgpi dokfadnie jeden raz,
2) liczba 6 wystgpi doktadnie dwa razy,
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3) liczba 6 wystgpi doktadnie trzy razy,
4) liczba 6 nie wystapi w ogéle.
albo

e obliczy |Q] = 125 oraz obliczy liczbe zdarzeri elementarnych w dwdch spos$réd 4 przypadkéw
rozpatrywanych dla zdarzenia A’:
1) moga wystgpic tylko liczby 1i 5,
2) wystapi (jedna 2, bez liczby 3) lub (jedna 3, bez liczby 2),
3) wystgpig (dwie 2, bez liczby 3) lub (dwie 3, bez liczby 2),
4) wystapig trzy dwéjki 2 lub 3 tréjki.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ccceiiiiiiiiiiiiiiiiin e eeees 3p.
Zdajacy
e obliczy |Q] = 125 oraz |A]| = 79,
albo
e obliczy |Q] = 125 oraz |A’| = 46.
ROZWIQZaNie PeINE ... e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eeeaaaes 4p.
Zdajacy
79

e obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia P(4) = o5

Il sposéb rozwigzania

Zdajacy wypisuje wszystkie mozliwe wyniki losowania.

1(1(1 2111 sl 1]1 3|11 G11]1
1(1(2 211] 2 sl1]2 S|1| 2 G|l1]2
1(1(32 211] 2 311|3 3|13 G|l1]32
1(1(5 211]5 311|5 35|15 G|1]5
1(1|6 211]6 zl1]| s S|11| 6 G|1]6
1(12]1 212]1 zl2]1 5(2]1 B|2]1
1(2(2 21 2] 2 sl 2|2 |22 G|l 2)]2
1(2]3 21 2] 32 sl 2|3 51232 G| 2]3
1(2(5 21 2|5 sl 2|5 35|2[5 G| 25
1(2]|6 2126 sl 2|8 Sl 2| 6 G|2|6
1(3[1 21211 3131 3|31 G| 3|1
1(3]2 2122 =1z 2 5132 2 6|l3]2
1(3(3 212132 313[3 3|33 G| 3|3
1(3([5 21215 313|5 35|35 G| 3|5
1(3|6 21 z2]6 3 =] S|l 32| 6 G| 3|6
1(5(1 215|1 3151 3|51 6|51
1|5|2 25| 2 zs|ls]2 3|52 6|5]2
1(5(3 215] 32 3|5(3 3|53 G|5] 3
1[(5(5 2|5|5 3|55 3|55 G|5]5
1(5]|6 215]6 =l EERE:E S5 6 G|5]|6
1(6|1 2161 511 S16]1 6|61
1|62 2162 5|2 S|16] 2 G|l6]|2
1(6]|3 21632 5| 3 S| 6|32 G| 6] 3
1(6]|5 2165 5|5 S| 6|5 G|6]|5
1|6|6 2166 5|6 5|61 6 G| 6|6

Q] =125, |Al=179

(z6ttym kolorem zaznaczono zdarzenie przeciwne A’)
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Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajgcego natym, ze iloczyn wylosowanych liczb jest

podzielny przez 6. P(4) = %, P(4) = %’

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktdrym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do petnego

FOZWIQZANIA ceevriieiiiiiennnensisiiiiineenneesssoisiimesssesssssssstrssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssessssssssssssssesnsssssssssssnsanns

Zdajacy

e wypisze cze$é zdarzen elementarnych, ale poda ich liczbe |Q| = 125,
albo

e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzenu A.

Rozwigzanie, w ktOrym postep jest iStotNy .......cccieiiiiiiiiiiiiiiiicrrrrrrrrrrrr e e e e e eeees

Zdajacy

e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne i poda ich ilo$é || = 125

albo

e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzenu A i poda ich iloéé |A| = 79

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cceeeeeeeiiiiiiicccccccecccccrrrrrrrrrrrrrrr e e e e eeeees

Zdajacy

e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne lub poda ich iloé¢ || = 125 oraz wypisze wszystkie
zdarzenia elementarne, ale zliczajac je popetni btad, w wyniku czego otrzyma inng liczbe niz
|A| = 79,

albo

e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne lub poda ich ilo$¢ |Q| = 125 oraz wypisze 78 zdarzeh

. . . 78
elementarnych, w wyniku czego uzyska prawdopodobienstwo réwne s -

ROZWIQZaNie PEINE ...t ee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e s eeeeeeeeeeeeeeaneneeeeeennnenann

i)

Zdajacy obliczy prawdopodobieistwo zdarzenia P(4) = 5
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Zadanie 10. (0-3)
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierdwnos¢

2x%2 4+ 5y% —4xy > 2x + 4y —5

Przyktadowe rozwigzanie (I sposdb)

Przeksztatcamy nieréwnosc rownowaznie:

2x2+5y% —4xy —2x—4y+5>0
x2—4dxy+4y* +x2—2x+1+y?—4y+4>0

(=292 +(x-1D2>+(@y—-2)2>0
Lewa strona nierdwnosci jest suma liczb nieujemnych.
Wystarczy wykazac, ze wyrazenie (x — 2y)% + (x — 1)? + (y — 2)? nie moze by$ réwne zeru. Aby
suma liczb nieujemnych byta réwna zeru, kazdy ze sktadnikéw musiataby by¢ réwna zeru

(x=2y)2=0 i x—=1)2?=0=0 i (y—=2)?%=0
x=2y i x=1 i y=2,

co jest ewidentng sprzecznoscia, wiec

(x=2y)2+(x-1%?+(@y—-2)2>0
To konczy dowdd.

Schemat oceniania (I sposéb)

ZAQJGCY OLIZYMUJE ...eeeeeeeiiiiccceeessrssrssesssssss s ssssssssssssssssssssssssssnsnnsssssnsnsssnnsnnssnsnnssnsnnsnsssssssssssssnas

jesli zapisze nieréwno$¢ w postaci (x — 2y)? + (x — 1)? + (y — 2)? > 0i na tym zakoriczy lub dalej
popetnia btedy.

ZAQJGCY OLIZYMUJE ....eeeeeeeiiccccccecrsrssssssssssss s sssssssssssssssssssssssssnnssnsssssssnsssnnsnsssssnsssnsnsnnssssssssssssssns

jesli przeprowadzi petne rozumowanie.

Przyktadowe rozwigzanie (Il sposéb)

Zapiszmy nieréwnos¢ 2x? + 5y? — 4xy — 2x — 4y + 5 > 0 w postaci réwnowaznej:

2x% + (—4y —2)x + 5y —4y+5>0
Mozemy potraktowad te nieréwnos¢, jak nieréwnosé kwadratowq z niewiadoma x i porametrem y
(lub z niewiadoma y i parametrem x). Wystarczy wiec wykazac, ze wyrdznik tréjmianu
2x% + (—4y — 2)x + 5y? — 4y + 5 z niewiadomga x jest ujemny dla dowolnego y € R.
A= (—4y —2)> —4-2-(5y%2 —4y +5) = 16y%* + 16y + 4 — 40y? + 32y — 40
A= —24y? + 48y — 36 = —12(2y? — 4y + 3)
Obliczmy wyrdznik tréjmianu 2y? — 4y + 3.
Ay=16—-24=-8
Wyréznik tréjmianu 2y? — 4y + 3 A,< 0, wigc wyrazenie 2y% — 4y + 3 jest dodatnie dla kazdej
liczby rzeczywistej y , a zatem wyréznik A tréjmianu 2x% + (—4y — 2)x + 5y% — 4y + 5
z niewiadoma x jest ujemny.
To koriczy dowdd.
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Schemat oceniania (Il sposéb)

ZAQJRCY OLIZYMUJE ...eeciiiiieeieeniceeeiieeeenenneeeeeteeennnssssseesereesnnsssssssesssssnnnsssssssessssnnnssssssssesssnnnnssssssssesssnnnnsnnns

jesli zapisze nieréwnosc w postaci 2x? + (—4y — 2)x + 5y2 — 4y + 5 > 0 i na tym zakoriczy lub
dalej popetnia btedy

ZAQJRCY OLIZYMUJE ...eeciiiireeieeniceeeiteeeeteeseeeeeteeeannssssseeesreeennnssssssesssssnnnsssssssesssssnnssssssssesssnnnnssssssssssssnnnnsnnes

jesli obliczy wyréznik tréjmianu  2x% + (—4y — 2)x + 5y% —4y + 5 np.:

A= (—4y — 2)2 — 4 -2 (5y% — 4y + 5) oraz zapisze, ze musi uzasadni¢, ze A< Odla dowolnego
y € R.

ZdAJGCY OLIZYMUJE ..eeeeeeieiiisssssssss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s e e s s s s e e s e e s s s sssssssnsnss

Przeprowadzi petne rozumowanie.

Zadanie 11. (0-5)

Przez punkt P = (2;5) poprowadzono dwie proste bedace stycznymi do  wykresu  funkgcji
f(x) = —x? 4+ 6x — 7. Wyznacz réwnania tych stycznych oraz wspétrzedne punktéw stycznosci.

Przyktadowe rozwigzania
| sposéb

Niech prosta k: y = ax + b bedzie styczng do wykresu funkcji f. Prosta ta przechodzi przez punkt
P = (2;5)wiec 5 =2a+ b,azatem b=5-—2a.

Ostatecznie k: y =ax+ 5 — 2a.

y=ax+5-2a

y=—x+6x—7 ma jedno

Wyznaczymy teraz wartos¢ parametru a, dla ktérego uk’rad{
rozwigzanie, czyli prosta bedzie styczna do paraboli.

Aby uktad miat jedno rozwiazanie, réwnanie —x?+6x—7 =ax+5— 2a tez musi mie¢ jedno
rozwigzanie.

—x?+(6—a)x+2a—-12=0,
A= (6 — a)? + 4(2a — 12),
A= a? —4a —12
A=0 & a’—4a—-12=0,
(a—6)(a+2)=0,
a=6 VvV a=-2.
Istniejg zatem dwie styczne do paraboli przechodzace przez punkt P:
ki:y=6x—7, ky: y=-2x+09.

Wyznaczamy wspétrzedne pierwszego punktu stycznosci.
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y=6x—17
{y =—x2+6x—7
{y =6x—7
6x —7=-x2+6x—7
{y =6x—7
x2=0
227
x=0
Wyznaczamy wspétrzedne drugiego punktu stycznosci.
y=-2x+9
{y =—x?+6x—7
{ y=-2x+9
—2x+9=-x*+6x—-7
{y =-2x+9
x2—8x+16=0
y=-2x4+9
{(x —4)2=0
(72,
x =4

Ostatecznie otrzymujemy punkty stycznosci: 4, = (0,-7), A1 = (4, 1).
Schemat oceniania | sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do petnego

FOZWIQZANIA ceevriieiiiiiinnneniiisiiiineennessiieiiiieeassssssissssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnssssssssssssnnne

Zdajacy zapisze rdwnanie prostej przechodzacej przez punkt P uzalezniajac jg od jednego parametru,
np.:k: y=ax+5 - 2a.

Rozwigzanie, w ktOrym jest istotny POStEP ....cccviiiiiiiiiiiiiiccccrceerrsrrereerrr e rr e s e ssse s e s e s s e e e e e eeeeeeeseeeeeeneeeennes
Zdajacy zapisze, ze uktad { y_= ax2+ 5~ 2a musi mieé jedno rozwigzanie.

y=—x“+6x—7
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cceeeeeeiiiiiiiccccccccccceceerrrrrrrr e e e e e e e eees
Zdajacy wyznaczy wartosci wspoétczynnikbw a = 6 vV a = —2, dla ktérych uktad ma jedno

rozwigzanie, czyli prosta jest styczna do paraboli.

ROZWIQZanie Prawie PelNe......cciiiiiiiiiiiicicicicecccessssssssssssssssssssssssssssse s s s s e e s e esessesseesseeseeeeeseeseeeeeseeaeeeseeeeneenne

Zdajacy wyznaczy réwnania stycznych kq: y = 6x — 7, kot y = —2x + 9.

ROZWIQZaNie PEINE ... e et ere e ee e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e e e eaeeeeeeeeeeeeeneneeeeeennneannns

Zdajacy obliczy wspotrzedne punktéw stycznosci: Ay = (0,—7), A; =(4,1) oraz réwnania
stycznych: ki: y=6x—7, ky: y=—2x+09.

Il sposéb

Niech punkt A = (m,f(m)) dla pewnego m, bedzie punktem stycznosci.
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KI1ELCE

Zatem A = (m,—m? + 6m — 7).

f'(x) = —2x + 6, wiec f'(m) = —2m + 6.

Zapiszmy rownanie stycznej: y — f(m) = f'(m)(x — m),
y—(=m?+6m-—7)=(-2m+6)(x —m).

Punkt P = (2; 5) nalezy do stycznej, wiec
5—(—m?+6m—7)=(-2m+6)(2-m),

5+m?2—6m+7=2m?>—4m+ 12 — 6m,
m? —4m =0,
m=0V m=4,
fO)=-7, f& =1,
ki:y—(=7)=6x, ky: y—1=-2(x—4),
Ostatecznie otrzymujemy

e punkty stycznosci: A; = (0,—7), 4; = (4, 1),
e rownaniastycznych: ky: y=6x —7, kot y = —=2x+09.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do petnego

FOZWIQZANIA ceeeriiiiiiiirennneniisiniineennesssioesiireesssssssssssstsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssssssssnnnnsssssssnns

Zdajacy

e zapisze wspofrzedne punktu stycznosci przy pomocy jednego parametru, np.:
A=(m-m?>+6m-—17),

albo

e zapisze, ze f'(m) = —2m + 6.

Rozwigzanie, w ktOrym jest istotny POStEP ...ccccviiiiiiiiiiiiiccecccercre s errr e s e s s e s ee s se s s e e e e e e eseeeeesseeseeeeennens

Zdajacy zapisze réwnanie stycznej uzalezniajac jg od jednego parametru, np.:

y—(m?+6m—7)=(-2m+6)(x —m).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cccceeeeeiiiieiccccccccsccceeeerrrrrrrr e e e s e e e eeee

Zdajacy wyznaczy wartoscim = 0 V. m = 4 dla ktdrych prosta jest styczna do paraboli.

ROZWIQZanie Prawie PeINe.......cciiiiiiiiiiiiicccicccecessesssssssssssesssssssesssse e s e e s s s s s e e s sseeseeseeesaesseseeeaeseeeeeseensensennnnns

Zdajacy

e wyznaczy réwnania stycznych k: y = 6x — 7, ky: y=—-2x+9,
albo

e wyznaczy wspotrzedne punktéw stycznosci A; = (0,-7), A = (4,1),
albo

e wyznaczy poprawnie tylko jedno réwnanie stycznej i punkt jej stycznosci do paraboli.
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IlELCE
ROZWIQZanie PelNe .....cciiiiiiiiiiiiiiiiiiii e e e e e e e e s aaaaes

Zdajacy obliczy wspoétrzedne punktédw stycznosdci: Ay = (0,—7), Ay =(4,1) oraz réwnania
stycznych: kq: y=6x—7, ky: y=—=2x+ 9.

Zadanie 12. (0-5)

W trdjkacie prostokgtnym rownoramiennym ABC miara 4B jest rowna 90°. Przyprostokatna AB
tego tréjkata zawiera sie w prostej k o rownaniuy = 2x + 7. Wierzchotek C = (2,2). Wyznacz
wspotrzedne wierzchotkéw A oraz B.

Przyktadowe rozwigzanie

Punkt B jest punktem przeciecia prostej k oraz prostej do niej prostopadtej przechodzacej przez
punkt C.

=
-6 5 4 -3 -2 -10 1 2 3
-1
Wyznaczamy réwnanie prostej BC. Wspdtczynnik kierunkowy tej prostejto a = — %
! +b
=—=x
Y=73
2= ! 2+b
2
b=3
! +3
=—=Xx
=73
Wyznaczamy wspétrzedne punktu B rozwigzujgc uktad rdownan
1
=—=-x+3
y=2x+7

1
{2x+7=—§x+3
y=2x+7

S = 4
y=2x+7
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8
X = —'g
8
y=2:(=5)+7
8
x=—§
19
y=—5
8 19
8=(-55)

Obliczamy dtugosé przyprostokatnej BC.

et (249 +(2-2)

o= [ (Y- [

| sposéb wyznaczenia wspoétrzednych wierzchotka A.

Punkt A lezy na prostej k, wiec istnieje taka liczba rzeczywistam, ze punkt A = (m,2m + 7).
Trojkat jest rGwnoramienny wiec |BC| = |AB).
95

4B = —=

8\? 19\2
|AB| = <m+§) +(2m+7—?)

[

m2+—m+ﬁ+4m2+ﬁm+&=ﬁ
5 25 5 25 25
5m2+%m—§=0
5 25

25m? + 80m —17 =0
A=80% —4-25-(—17) = 8100, +A=90

—80-90 17 —80+90
my = = = =

Yo, =
50 572 50
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n= (22 =D

KIELCE

Ay
A2
c
he
-5 1 2 3 4
-1
Il sposdb wyznaczenia wspétrzednych wierzchotka A.
i
—
2 /
7 6
/ /
/ /5
{ [
‘\\ y
)
\ /
6 -5 -4/ 3 -2 10 1 2 3 4
-1

|BC| = |AB|, wiec punkt A lezy na okregu o $rodku w punkcie B i promieniur = |BC|o raz na
prostej k.
Woystarczy rozwigzaé nastepujgcy uktad réwnan

(49 +0-%) ()

y=2x+7
( +_8)2+(2 o 19)2__405
XT3 x 5) ~ 25
y=2x+7
,, 16 6% . 64 256 405
S T T
o2 B0 85 _
T

25x%2 +80x —17 =0
A=80% —4-25-(—17) = 8100, +A=90

—80-90 17 —80+90 1
X1 = = = =

= — X, =
50 5’

17

1
{ TS w { =5
y=2x+7 y=2x+7
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17 1
X = —? X = E
lub 37
Y=z y==

Il sposéb wyznaczenia wspoétrzednych wierzchotka A.
BC = [2 13,0 [ ]
B 5’ “ls5" 5

Dtugosci wektorow |FC| = |ﬁ| oraz wektory BC oraz BA sg prostopadte, wiec

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego rozwigzania

-« - 11 - 5N 1p.
Zdajacy

e wyznaczamy réwnanie prostej BC: y = —%x +3

albo

e wyznaczy dtugo$é |BC| = \/— (np. korzystajac ze wzoru na odlegtosc punktu od prostej)

i na tym zakonczy lub dalej pope’ml btedy.

Rozwigzanie, w ktOrym jest istotny POStEP ...ccciiiiiiiiiiiiiiiciieeeceeereeccreeererreesseeeesee s e s e e e e s seeeeeeeeseeesseennens 2p.

Zdajacy wyznaczy wspétrzedne wierzchotka B = (— E’?)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccceeeeeeeieeciccccccccccccccccrsrrrrerrr e e e ee e e e eeens 3p.

Zdajacy
e zapisze réwnanie z jedng niewiadomg, ktére umozliwi obliczenie jednej ze wspétrzednych
punktu 4, np.

albo
e zapisze uktad rownan
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2
< +8)2+( 19)2_ 95
*Ts 5) ~\s
y=2x+7
albo
; W BA=|-2 _ 18 BA=]218
e zapisze, ze BA = [ o 5] lub BA = [5, 5]
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
ROZWIigzanie Prawie Petne.. ...t sss s ss s e s s e s e s ssseesseesesaasaesaeaeens 4p.
Zdajacy

2 2
e (1sposbb) rozwigze réwnanie |AB| = \/(m + g) + (Zm +7— 15—9) otrzymujac my; = -

1
my, = E
albo
(+3) + (-2
e (2 sposdb) obliczy jedna z niewiadomych x lub y z uktadu {\* ts) T35
y=2x+7
17 1 1 37
X1 =75 X2 =g lub y; =9 Y2=7

albo

e (3 sposdb) wyznaczy wspdtrzedne tylko jednego punktu 4; = (—E l), lub A4, = (— —

ROZWIQZanie PelNe .....cccceeeiieiee et e e e e e e e e e e eeees

Zdajacy wyznaczy wspotrzedne dwéch punktéw A; = (—%,%), A, = (l ﬂ)

Uwagi

9V

o).

1. Jezeli zdajacy popetni tylko btedy rachunkowe, to za cate rozwigznie moze otrzymac 4 punkty.

Zadanie 13. (0-5)
Rozwiaz nieréwnosé¢ vx? —4x + 4 + |4 — x| = 20logs,4 .

Przyktadowe rozwigzania

| sposdb rozwigzania (algebraicznie)

Zauwazmy, ze Vx2 — 4x + 4 = \/(x —2)% = |x — 2| oraz 20logs,4 = 20 % = 8, wiec nieréwnosé

mozna zapisa¢ |x — 2| + |4 — x| = 8.
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Wyrdzniamy na osi liczbowej parami roztgczne przedziaty, ktérych suma jest zbidr liczb rzeczywistych:
(—o0; 2),(2; 4), (4 +o0).

-2 > 2
|x_2|={x dla x =

—x+2 dla x<2
x —4 dla x =4

|4—x|=|x—4|={_x+4 dla x <4

—x+2—x+4 dla x € (—x; 2)
lx —2|+|x—4]|={ x—2—x+4 dla x€(2; 4)
x—2+x—4 dla x €(4; +x)
Ostatecznie
—2x+6 dla x € (—o0; 2)
lx — 2]+ |4 — x| = 2 dla x€(2; 4)
2x—6 dla x €(4; +x)

Rozwazmy teraz trzy przedziaty:

1) x € (—o0; 2) 2) x €(2; 4) 3) X €{(4; +x)
—2x+62>8 2>8 2x—62>8
x< -1 x=7

rozwigzanie 1): x € (—oo; —1), rozwigzanie 2): x € @, rozwigzanie 3):x € (7; +)

Ostatecznie x € (—o0; —1) U(7; +0) .

Schemat oceniania | sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep, ale konieczny na drodze petnego rozwigzania zadania....1 pkt.

Zdajacy zapisze nieréwnos$é w postaci |x — 2| + |4 — x| = 8.
Rozwigzanie, W KtOrym jest istotny POStEP ....cccciiiiiiiiiiiirrrrrrrrrrerrrrrrrrr s rrrr s sss s e s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s s s s s s 2 pkt.

Zdajacy zapisze wyrazenia |[x — 2| oraz |4 — x| bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej, np.
_(x—2 dla x =2
-2l ={

—x+2 dla x<?2

—x+4 dla x<4
Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania......cccccciiiiiiiiiiiiiiirirrrrrrrrrrr s s s s s s e s s e s 3 pkt.

Zdajacy zapisze wyrazenie |x — 2| + |4 — x| bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej, np.
—x+2—x+4 dla x € (—o; 2)
lx =2+ 4—x]| =5 x—2—x+4 dla x€(2; 4)
x—2+x—4 dla x € (4; +x)

ROzZWigzanie Prawie PeINEe ...t reeenne s e e e s s eesnnnsssssesssseennnnsssssssenesnnnnnnnns 4 pkt.



Str.22
Zasady oceniania zadan — poziom rozszerzony MARZEC 2020

Zdajacy wyznaczy poprawnie rozwigzanie nierédwnosci zawierajgce sie w dwoch rozpatrywanych
przedziatach.

ROZWIQZaNIe PEINE ... s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s s s s s s s s s s s 5 pkt.

Zdajacy zapisze rozwigzanie nieréwnosci: x € (—oo; —1) U(7; +0) .

Il sposdb rozwigzania (graicznie)

Zauwaimy, ze Vx2 — 4x + 4 = \/(x —2)?2 = |x — 2| oraz 20log;,4 = 20 % = 8, wiec nieréwno$¢ mozna
zapisaé |x — 2| = —|4 — x| + 8.

Szkicujemy wykresy funkcji f (x) = —|4 — x| + 8 oraz g(x) = |x — 2|, aby odczytaé rozwigzanie
nieréwnosci f(x) < g(x) réwnowaznej |x — 2| + |4 — x| = 8.

f(x)={x+4 dla x<4 g(x):{x—Z dla x =2
—x+12 dla x=>4 —x+2 dla x<?2
s‘y
g 8
7
6
5
4
3
2
1
S
—7—6—5—4—3—2—1_1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14

Odczytujemy odciete x; = —1, x, = 7 punktdw przeciecia wykreséw obu funkgji i sprawdzamy, czy dla
kazdego z tych argumentdow wartosci obu tych funkcji sg réwne.

f—1D)=—]4—(-D|+8=3f(7)=—-14—-7|+8=5
g-1)=1]-1-2|=3 g(7) =17-2|=3
f(=1) =g(-1) f(7) =g9(7)

Uzasadnilismy, ze (—1, 3) oraz (7, 5) sg punktami przeciecia wykreséw.

Zapisujemy odpowiedz: f(x) < g(x) & x € (—o0; —1) U(7; +).

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep, ale konieczny na drodze petnego rozwigzania zadania....1 pkt.

Zdajacy zapisze nieréwnosé¢ w postaci np.: |x — 2| = —|4 — x| + 8.
Rozwigzanie, W KtOrym Jest iStotNy POStEP ....cccciiiiiiiiiiiiiiceeireeeeetereersrssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssnnnsnns 2 pkt.

Zdajacy
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e zapisze funkcje f(x) = |x — 2| oraz g(x) = —|4 — x| + 8 bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej,
N f(x)={x+4 dla x <4 (x)={x—2 dla x>2
- —x+12 dla x>4 9 —x+2 dla x<2

albo
e naszkicuje porawnie jeden z wykreséw y = f(x) lub y = g(x).

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania........cccevrieeemeeiiieiiiiieennniieennieeennseseeeeereeennsssseseessennnssssssssens 3 pkt.

e Zdajacy naszkicuje wykresy funkcjiy = f(x) oraz y = g(x).

ROZWiIQZanie PraWie PEINE ....cciiieeeeeeciciiiieeetieeciceetreeennneeeeeeereeennnssssseeessesnnsssssssssssssnnnssssssssessennnssssssssnes 4 pkt.
Zdajacy wyznaczy odciete x; = —1, x, = 7 punktéw przeciecia wykresdw obu funkgji.
ROZWIQZaANIe PEINE .. s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e s s n s 5 pkt.

Zdajacy zapisze rozwigzanie nieréwnosci: x € (—oo; —1) U(7; + ).

Zadanie 14. (0-6)

Dany jest tréjmian kwadratowy okre$lony wzorem f(x) = (m + 2)x?> + 3m + 1)x + 3m + 1 dla kazdej
liczby rzeczywistej x. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych suma kwadratéw dwdch
réznych miejsc zerowych tréjmianu f jest wieksza lub réwna 1.

Przyktadowe rozwigzanie
Z tresci zadania wynika, zem + 2 # 0, wiecm # —2 (f nie moze byc¢ funkcja liniowa).

Funkcja f ma dwardzne miejsca zerowe, gdy jego wyrdznik A > 0, czyli
Bm+1?—-4-(m+2)B3m+1) >0,
Im?+6m+1—4-GBm?+m+6m+2)>0,

IMm?+6m+1—12m?—-28m—-8>0,

—3m?—-22m—-7 >0,

A= 484 — 84 = 400,
22-20 1 22420
my = — :—5’ m, = — = -7.

Stad m € (—7; —é)

D=(-7;, -2)u (—2; —é) jest zbiorem wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f jest
tréjmianem kwadratowym i ma dwa rdzne pierwiastki.

Warunek x? + x3 > 1 mozemy zapisa¢ w postaci rdwnowaznej (x; + x,)? — 2x;x, = 1.
Korzystajgc ze wzordw Vite’a otrzymujemy

_ _a\2
( 3m 1) _9 3m+1 >1,
m+2

om2+6m+1 _ 2Bm+1)(m+2) (m+2)2 >0
(m+2)? (m+2)? (m+2)2 — 77
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om?+6m+1-2(3m?+7m+2)—(m2+4m+4)
(m+2)2

=0,

2m?-12m-7
(m+2)2
Cm?>—-12m—-7)(m+2)>=>20i m=# -2
Ap= (—12)2 —4-2-(=7) = 144 + 56 = 200,

_12-10vV2 _ 6-5V2
3T T, T

>0,

12+10V2 _ 6+5V2
4

=~ _0,54, my =

~ 6,53.

6—5\/E> U <6+z\/§ . 400)

Ostatecznie rozwigzaniem tej nieréwnosci jest zbiér m € (—oo0; —2) U (—2;

Uwzgledniajac teraz dziedzine D otrzymujemy ostateczne rozwigzanie zadania

me (=7; =2) u <—2; @)

Schemat punktowania

Rozwigzanie skfada sie z czterech etapéw

| etap. Zapisanie warunku, ze m # —2.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga

o Jezeli zdajacy nie zapisze warunkum # —2, ale z rozwigzania zadania wynika, ze go uwzglednia, to za
pierwszy etap uzyskuje 1 punkt.

Il etap. Rozwigzanie nieréwnosci A> 0.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga

e Jezeli zdajacy rozwigze nierdwnos¢ A= 0i nie odrzuci przypadku A= 0, to za ten etap otrzymuje
0 punktéw.

Il etap. Rozwigzanie warunku x? + x2 > 1.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy moze otrzymac 3 punkty.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt gdy zapisze warunek x% + x2 > 1 w postaci réwnowaznej zawierajacej jedynie
sume i iloczyn pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego (m + 2)x?> + B3m + 1)x +3m + 1, np.:

(1 +x2)% —2xyx, =1,

Zdajacy otrzymuje 2 punkty gdy doprowadzi nieréwnosé¢ (x; + x,)? — 2x;x, > 1 do postaci z jedna
—3m—1)2 _p3mt
m+2 m+2

niewiadomag, np.: ( > 1.

Zdajacy otrzymuje 3 punkty gdy poprawnie rozwigze nieréwnosc
6—5ﬁ> U <6+;x/7

m € (—o0; —2) U (—2; ; +00).

2
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IV etap. Etap ten polega na wyznaceniu czesci wspdlnej zbioréw rozwigzan nieréwnosci z etapéw |, 1l 1lI

oraz podaniu odpowiedzi m € (=7; —2) U (—Zi _6_zﬁ> .

Za poprawne rozwigzanie IV etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 15. (0-7)

W ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 10 i wysokosci 12 wpisano graniastostup
prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy x tak, ze jego podstawa zawiera sie w podstawie ostrostupa,
a wierzchotki drugiej podstawy nalezg do krawedzi bocznych tego ostrostupa. Wyznacz pole powierzchni
catkowitej tego z rozpatrywanych graniastostupow, ktérego objetosé jest najwieksza.

Przyktadowe rozwigzanie

Wykonujemy pomocniczy rysunek i wprowadzamy oznaczenia takie jak na rysunku.

a) Rozpatrywany graniastostup istnieje tylko dla x € (0; 10).

b) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

12— h

12
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Zauwazmy, ze tréjkaty KOS oraz LMS sg podobne, wiec % = % , zatem 12£h = %
2

_ 60— 6x

5
Objeto$¢ graniastostupa jest réwna V = x? - h.
Zatem

V(x) = 22 - 6056x’
— 2, _6
V(o) =x*- (12 -2x),
V(x) = —2x + 1222 dlax € (0;10).

c)

Pochodna funkcji V jest rowna

V'(x) = —%xz + 24x dla x € (0;10).

18 2
V'(x)=0 @—?x2+24x=O/\x€(0;10)<=)x=6§

18 2
V'ix) >0 & —?xz +24x >0Ax€(0;10) & x = (O; 6§)

18 2
V"x) <0 & —?xz +24x <0Ax€(0;10) & x = (65; 10)

Oznacza to, ze w przedziale (O; 6§> funkcja V jestrosngca, w przedziale (62; 10) jest malejaca,
aw punkcie x = 6§ osigga maksimum lokalne, ktére jest zarazem najwiekszg wartoscia funkcji V.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa o najwiekszej objetosci jest réwne

P. = 2x? + 4xh,
PC=2(2) +4-2. 6056_,
p, = 17960_195_

Schemat punktowania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.

e Pierwszy etap sktada sie z trzech czesci:

a) Woyznaczenie zaleznosci miedzy wysokoscig graniastostupa a krawedzig jego podstawy, np.:
12-h _ 12
T ==,

b) zapisanie objetosci graniastostupa w zaleznosci od x:
V(x) = —§x3 + 12x2,

c) okreélenie dziedziny funkcji: D,: x € (0;10).

Za kazdg z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkcie.

e Drugi etap sktada sie z trzech czesci:
a) wyznaczenie pochodnej funkcji wymiernej V(x) = —§x3 + 12x2:
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V'(x) = —%xz + 24x,

b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej: x = 6% ,

c) uzasadnienie, ze dla x = 6§ funkcja V osigga najwiekszg wartos¢, np. zapisanie, ze w przedziale
(0; 6§> funkcja V jestrosngca, w przedziale (6%; 10) jest malejaca, a w punkcie x = 6%

osigga maksimum lokalne, ktére jest zarazem najwiekszg wartoscig funkcji V.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia czes¢
etapu zostata zrealizowana bezbtednie.

o Trzeci etap
Obliczenie pola powierzchni graniastostupa o najwiekszej objetosci P, = 195 g.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.



