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KLUCZ ODPOWIEDZI DO ZADAN ZAMKNIETYCH

Nr 9
zadania 1 2 3 > 6 7 (2 odp) 10
A
OoDP D A C A B D E B
Nr
. 12 13.1 13.2 13.3 15.1 15.2 17 18
zadania
OPD A3 PF A C FP D C C
Nr
. 19 20 21 22 24 25 26 27
zadania
ODP B A2 D FP PP D A A

Zasady oceniania zadania 8

2 pkt — wybranie dwdéch poprawnych odpowiedzi

1 pkt — wybranie jednej lub dwéch odpowiedzi, z ktérych jedna jest poprawna
0 pkt — odpowiedz catkowicie niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 4. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej nieparzystej n, liczba n? + 4n + 3 jest podzielna przez 8.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie n? + 4n + 3 jako 4(k? + 3k + 2) oraz
wykazanie, ze k% + 3k + 2 jest liczba naturalng parzysta

ALBO
przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie liczby n? + 4n + 3 w postaci

4(k? + 3k) + 8 i uzasadnienie, ze liczba k? + 3k jest liczba naturalng podzielng
przez 2

ALBO



zapisanie liczby n? + 4n + 3 w postaci iloczynu (n + 1)(n + 3) i stwierdzenie,ze s3
to kolejne liczby parzyste, wiec jedna z nich dzieli sie przez 4. Stad iloczyn liczb
podzielnej przez 4 oraz liczby podzielnej przez 2 jest podzielny przez 2 -4 czyli
przez 8.

2 pkt — zapisanie n? + 4n + 3 jako 4(k? + 3k + 2)
ALBO
zapisanie n? + 4n + 3 jako 4(k? + 3k) + 8
ALBO

zapisanie n? + 4n + 3 jako (n + 1)(n + 3) i stwierdzenie, ze n + 1 (lub n + 3) jest
liczba parzysta

1 pkt — zapisanie, ze liczban? + 4n+ 3 = 2k + 1) + 42k + 1) + 3,

gdziek € {0,1,2,3,4, ...}
0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwaga:

Jezeli zdajacy sprawdza poprawnos¢ tezy tylko dla wybranych wartosci n, to otrzymuje 0
punktow za cate rozwigzanie.

Przyktadowe rozwigzania
Sposob |
Liczbe n mozna zapisa¢ w postacin = 2k + 1, gdzie k € {0,1, 2, 3,4, ...}, a zatem

n+4n+3=0Qk+1)?+4QRk+1)+3=4k*+4k+1+8k+4+3
= 4k? + 12k + 8 = 4(k? + 3k + 2)

Liczbe n? + 4n + 3 zapisaliémy jako iloczyn liczby 4 oraz liczby (k% + 3k + 2). Dlatego, aby
udowodni¢ podzielnos¢ przez 8, wystarczy wykazac, ze drugi czynnik w rozkfadzie jest liczbg
naturalng parzysta.

Liczbe k? + 3k + 2 mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej, a zatem
k2 +3k+2=(k+1)(k+2)

Poniewaz k € {0,1, 2, 3,4, ...}, to liczba (k + 1)(k + 2) jest iloczynem kolejnyc liczb
naturalnych, wiec jedna z tych liczb jest parzysta.

Ostatecznie iloczyn (k + 1)(k + 2) jest liczbg naturalng podzielng przez 2.

To konczy dowdd.



Sposob Il
Liczbe n? + 4n + 3 mozemy zapisaé jako (n + 1)(n + 3).

Liczba n jest liczbg naturalng nieparzysta, a zatem (n+ 1) oraz (n + 3) s3 kolejnymi
liczbami parzystymi, wiec jedna z nich dzieli sie przez 4.

lloczyn liczb podzielnej przez 4 oraz liczby podzielnej przez 2 jest podzielny przez 8.

To konczy dowdd.
Zadanie 8. (0-3)
Rozwiaz réwnanie

5x—1_ x+ 2
x—2 2x—4

Zapisz konieczne zatozenie i obliczenia.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody oraz zapisanie zatozenia x # 2, oraz poprawny
wynik x = %

. . . 5x-1 3 . T
2 pkt — przeksztatcenie réwnania 5 = oia do réwnania liniowego, np.

2(5x — 1) = 3 oraz rozwigzanie tego réwnania: x = %,
ALBO

. p . 5x—1 3 P .
— przeksztatcenie réwnania 7 = i do réwnania kwadratowego, np.

(5x — 1)(2x — 4) = 3(x — 2), oraz rozwigzanie tego réwnania:
X = 1 lub x = 2,
2
ALBO

. P . 5x-1 3 , T
— przeksztatcenie rownania ~ ~ i do réwnania liniowego, np.

2(5x — 1) = 3 oraz zapisanie zatozenia: x # 2,

ALBO

. . . 5x-1 3 , .
— przeksztatcenie réwnania ~ i do réwnania kwadratowego, np.

(5x —1)(2x — 4) = 3(x — 2), oraz zapisanie zatozenia: x # 2.

. . . 5x-1 3 , T
1 pkt - przeksztatcenie réwnania 2 = do réwnania liniowego, np.

2(5x—-1) =3,



ALBO

. p . 5x-1 3 , .
— przeksztatcenie réwnania ~ 5 = 7a do réwnania kwadratowego, np.

(5x —1)(2x —4) =3(x—2),
ALBO

— zapisanie zatozenia: x # 2,

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

5x—1_ 3
x—2 2x—4

Kazde z wyrazen: ma sens liczbowy dla x # 2.

x=2 "7 2x-4

Przeksztatcamy réwnanie:

5;—_21 = 2:_4 /2(x — 2), gdzie x # 2
2(5x—-1)=3
10x — 2 = 3
10x =5
1
x ==

. . , .. . 1
Rozwigzaniem réwnania jest liczba x = p

Sposaob Il
Kazde z wyrazen: x1 , —_ masens liczbowy dla x + 2.
xX—=2 2x—4
Stad
5x—1 3
x—2 2x—4

(5x—1)(2x —4) = 3(x — 2), gdziex # 2
10x2 —20x —2x+4=3x—6
10x* —22x+4+6—-3x=0

102 — 25x +10 =0 /:5



222 —5x+2=0
A= (=5)2—4-2-2

A=9
5-3 1
TS
_5+3_
T T

Wobec zatozenia x # 2 jedynym rozwigzaniem réwnania jest liczba x = >

Zadanie 11. (0-3)

Wykres funkcji f przedstawiono w uktadzie wspdtrzednych (x,y) na rysunku ponizej.

1

Y

y = f(z)

-4 -3 —2 -1 0 1
-1

(o)
o
.
o
(=2}

I

Uzupetnij zdania. Wpisz odpowiednie przedziaty w wykropkowanych miejscach, aby zdania byty
prawdziwe.

1. Dziedzing funkcji f jest przedziat ...... (-3, 5] ... .
2. Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat ...... [—1, 3]

3. Zbiorem wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne, jest przedziat
...... (2, 5]

Zadanie 14. (0-2)
Rozwiaz nieréwnos¢
xB3-x)=21—-(6+x)

Zapisz obliczenia.

Zasady oceniania

2pkt — spetnienie warunku okreslonego w zasadach oceniania za 1 pkt oraz zapisanie zbioru
rozwigzan nieréwnosci xe[—1, 5]

ALBO



— spetnienie warunku okreslonego w zasadach oceniania za 1 pkt oraz przedstawienie
zbioru rozwigzan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi koricami
przedziatéw.

1 pkt — obliczenie lub podanie pierwiastkdéw tréjmianu kwadratowego —x? + 4x + 5:
x1 = _1, xz = 5

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwagi:

Jezeli zdajacy, obliczajac pierwiastki tréjmianu —x? + 4x + 5, popetni btedy (ale otrzyma
dwa rézne pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionych btedéw zapisze zbiér rozwigzan
nierownosci, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajacy wyznacza pierwiastki trojmianu kwadratowego w przypadku, gdy btednie
obliczony przez zdajgcego wyrdznik 4 jest ujemny, to otrzymuje 0 punktow za cate
rozwigzanie.

Jezeli zdajacy rozpatruje inny niz podany w zadaniu tréjmian kwadratowy, ktéry nie wynika
z btedu przeksztatcenia, i w konsekwencji rozpatruje inng nieréwnosé, to otrzymuje

0 punktow za cate rozwigzanie.

Akceptowane jest zapisanie pierwiastkdw tréjmianu w postaci a + b+/c, gdzie a, b, c sa
liczbami wymiernymi.

Jezeli zdajacy poda zbidr rozwigzan w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi koncami
przedziatdéw i jednoczesnie zapisze niewtasciwy przedziat jako zbidr rozwigzan, np.:
xe(—1,5), to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przyktadowe rozwigzanie

x(3—x)=1—-(6+x)

Zapisujemy nierdwnos$¢ w postaci —x? + 4x + 5 > 0 i obliczamy miejsca zerowe funkgji
kwadratowej y = —x? + 4x + 5.

Obliczamy wyréznik tréjmianu —x? + 4x + 5.

A=4%2—4-(-1)-5=16+20 =36

Stad
-4 —-+/36
x,=———— =5
2-(-1)
_—4+\/%_
2T

Szkicujemy wykres funkcji kwadratowej y = —x? + 4x + 5

Odczytujemy wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci nieujemne.



T

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat [—1, 5].

Zadanie 16. (0-3)

Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby (—1) oraz 3. Punkt A = (2,6) nalezy do
wykresu funkcji f. Funkcje te mozemy zapisa¢ w postaci ogélnej f(x) = ax? + bx + c. Oblicz
wartoscia, b i c.

Zapisz obliczenia

Zasady oceniania (sposobu |)

3pkt —wyznaczenie wartosci wszystkich wspoétczynnikow: a = -2, b =4, ¢ = 6.
2pkt —wyznaczenie wspotczynnika a: a = —2

1 pkt — zapisanie wzoru funkcji f w postaci f(x) = a(x + 1)(x — 3)

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (sposobu Il)
3pkt —wyznaczenie wartosci wszystkich wspoétczynnikéow: a = -2, b =4, ¢ = 6.
2pkt — poprawne wyznaczenie jednego wspoétczynnika: a = —2 albo b =4 albo c =6
1 pkt —zapisanie trzech warunkéw wynikajgcych z tresci zadania
np.: f(—=1) =0, f(3)=0 oraz f(2) =6

0 pkt —rozwigzanie, w ktdrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (sposobu Ill)
3pkt —wyznaczenie wartosci wszystkich wspoétczynnikéow: a = -2, b =4, ¢ = 6.
2pkt — zapisanie uktadu dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi, np.

{6=a-22—2a-2+c
0O=a-(-1)?-2a-(-D+c

1 pkt —wyznaczenie pierwszej wspotrzednej wierzchotka paraboli
r=1
0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

8



Przyktadowe rozwigzanie

sposdb |
Z faktu, ze miejscami zerowymi sg liczby (—1) oraz 3 wzér funkcji f mozemy zapisa¢ w
postaci f(x) = a(x +1)(x — 3)
Do wykresu nalezy punkt A = (2,6), wiec
6=a2+1)(2-3)
a=-2
Zatem postac iloczynowa funkgji f, to

f(x)==-2(x+1)(x—-3)
Przeksztatcamy wzér funkji f do postaci ogélnej f(x) = —2x%2 + 4x + 6

Ostatecznie:a=—-2, b =4, c=6.

sposob Il
Funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci ogélnej f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0.

Z tresci zadania wynika, ze

O=a-(-D?+b- (-1 +c
0=a-"324+b-3+c
6=a-22+b-2+c

Rozwigzujgc ten uktad otrzymujemy

a=-2
b=4
c=6
Sposadb Il
Z faktu, ze miejscami zerowymi sg liczby (—1) oraz 3, wiec pierwsza wspdtrzedna

X1+Xo

wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji jest rowna p = >

_—1+3
P="
p=1
—b_
2a
b=-2a

Funkcje mozemy zapisac
f(x) =ax?—2ax +c
{6=a-22—2a-2+c
0=a-(-1)?-2a-(-1D+c
{6=c
0=3a+6
9



P

Ostatecznie:a=—-2, b =4, c=6.

Zadanie 23. (0-2) [=::/

Figura f skfada sie z trdjkata réwnobocznego ABC oraz trzech pétkoli, ktérych srednicami sg boki
tréjkata ABC. Pole tréjkata ABC jest rowne 93 (zobacz rysunek).

C

Oblicz obwdd figury f.Zapisz obliczenia.

Przyktadowe rozwigzanie
Korzystajac ze wzoru na pole tréjkata rownobocznego obliczamy dtugos¢ boku.
Wprowadzmy oznaczenia: a = |AB| = |AC| = |BC]|
a’V3
ya

a==6

93

Promien R kazdego poétkola jest potowg boku tréjkata, , wiec R = 3.

Obwad L figury f jest réwny

L=3-nR
L=3-mw-3
L=91

Zasady oceniania

2pkt — poprawna metoda obliczenia obwodu L = 9
1 pkt — obliczenie dtugosci boku tréjkata ABC:a = 6

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

10



Zadanie 28. (0-2)
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych losujemy jedng liczbe.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajagcego na wylosowaniu liczby, ktérej suma
wszystkich cyfr jest mniejsza od 4. Zapisz obliczenia.

Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia A

i uzyskanie poprawnego wyniku: P(A) = %.

1 pkt — zapisanie liczby wszystkich zdarzen elementarnych: |2| = 900
ALBO

— wypisanie wszystkich liczb sprzyjajgcych zdarzeniu A
{100, 200,101,110,300,102,120,201,210,111}

ALBO

— zapisanie, ze jest 10 wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzanie

Zapisujemy ilos¢ wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych.
Q] =9-10-10 = 900.

Wyznaczmy wszystkie zdarzenie elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A. Poniewaz suma
wszystkich cyfr liczby jest mniejsza od 4, wiec suma ta jest réwna 1 lub 2 lub 3.
Jest tylko jedna liczba trzycyfrowa, ktérej suma wszystkich cyfr jest réwna 1. Jest nig 100.
Sume cyfr réwng 2 maja liczby, w zapisie ktdrych jest jedna cyfra 2 i dwie cyfry 0 lub dwie
cyfry 1ijedna cyfra 0. Sg trzy takie liczby: 200, 101, 110.
Sume cyfr réwng 3 majg liczby, w zapisie ktdrych jest jedna cyfra 3 i dwie cyfry 0 lub jedna
cyfra 2, jedna cyfra 1 i jedna cyfra O, lub trzy cyfry 1. Sg to zatem nastepujace liczby:
300, 102,120, 201, 210, 111.
Zatem

A ={100,200,101,110,300,102,120,201,210,111}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A jest rowna |A| = 10.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec réwne

10 1
P(A) =550 " %

11



Zadanie 29. (0-4)

Przekatna podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé 124/2, a pole jego
powierzchni bocznej jest réwne 240. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

Zapisz obliczenia.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie objetosci ostrostupa V = 384

3 pkt — obliczenie dtugosci wysokosci ostrostupa H = 8

2pkt — obliczenie wysokosci $ciany bocznej ostrostupa: h = 10

1 pkt — obliczenie dfugosci krawedzi podstawy a = 12
ALBO

— obliczenie pola podstawy P, = % |AC|? = 144

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzanie

Sposob |
Wprowadzmy oznaczenia tak jak na rysunku: |AB| = a, |0S| = H, |SE| = h.

S

a 1
Podstawa ostrostupa jest kwadrat, ktérego przekatna ma dtugosé |AC| = av/2, wiec
av2 = 12v2
a=12
Stosujac wzor na pole kwadratu otrzymujemy pole podstawy.
P, = a*

12



P, = 144
Stosujac wzoér na pole boczne ostrostupa P, =4 - % a-h obliczamy wysoko$¢ Sciany
bocznej h.
2-12-h =240
h =10

Odcinek OF ma dtugos¢ x = 6, wiec stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkagta SOE
otrzymujemy

h? = x? + H?
102 = 6% + H?
H=28

Stosujemy wzor V = § P, - H na objetos¢ ostrostupa
1

V=c-144-8
3

V =384

Zadanie 30. (0-3)

Pewien zaktad produkuje tawki szkolne, ktére sprzedaje w cenie 800 zf za sztuke. Wielkos¢ przychodéw
ze sprzedazy kazdego dnia n sztuk fawek wyraza sie wzorem P(n) = 800n. Koszty produkcji n tawek,
w ztotych, wyrazaja sie wzorem K(n) = 5n? + 500n — 100.

Napisz wzor funkcji D(n) zaleznosci dochodu od liczby n sprzedanych tawek (dochéd jest réznicg
miedzy przychodem a kosztami wyprodukowania n tawek) oraz oblicz liczbe tawek, jaka nalezy
wyprodukowac i sprzeda¢ kazdego dnia, aby dzienny dochéd zaktadu byt najwiekszy. Oblicz ten
maksymalny dochéd.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawne wyniki, np.:
D(n) = —5n? + 300n + 100, n = 30 oraz D(30) = 4600 zt.

2 pkt — zapisanie poprawnego wzoru na dochéd zaktadu D(n) = —5n? + 300n + 100 oraz
obliczenie liczby wyprodukowanych tawek, dla ktérej dochdd dzienny zaktadu jest najwiekszy
n =30

ALBO
— zapisanie wzoru funkcji D w postaci kanonicznej D(n) = —5(n — 30)? + 4600

1 pkt — zapisanie wzoru na dochdd zaktadu D(n) = —5n? + 300n + 100

13



0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzania
Sposadb .
Dochéd zaktadu mozemy zapisaé za pomocg wzoru:
D(n) = 800n — (5n% + 500n — 100)
D(n) = —5n? + 300n + 100, gdzie neN.
Wykresem funkcji D jest zbiorem punktéw lezgcych na fragmencie paraboli skierowanej ramionami

-300
ek 30.

do dotu. Obliczamy pierwsza wspodtrzedng wierzchotka paraboli: p =

Zatem funkcja D przyjmuje wartos¢ najwiekszg dla argumentu n = 30.
Maksymalny dzienny dochdd zaktadu jest réwny
D(30) = —5-30%+300-30+ 100
D(30) = 4600
Ostatecznie: D(n) = —5n% + 300n + 100, n = 30 oraz D(30) = 4600 zt.

Sposadb I
Dochdd zaktadu mozemy zapisaé za pomoca wzoru:
D(n) = 800n — (5n% + 500n — 100)
D(n) = —5n? + 300n + 100, gdzie neN.
Funkcje D mozemy zapisa¢ w postaci kanonicznej
D(n) = —5(n? — 60n) + 100
D(n) = —5((n — 30)2 —900) + 100
D(n) = =5(n —30)? + 4600
Z postaci kanonicznej odczytujemy wspétrzedne wierzchotka paraboli: W = (30, 4600).

Interpretujemy otrzymane wartosci: przy wyprodukowaniu i sprzedaniu 30 fawek dziennie zaktad
osiggnie najwiekszy dochdd wynoszacy 4600 zt.

Ostatecznie: D(n) = —5n% + 300n + 100, n = 30 oraz D(30) = 4600 z.
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