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KLUCZ ODPOWIEDZI DO ZADAN ZAMKNIETYCH

Nr 9
zadania 1 2 3 > 6 7 (2 odp) 10
D
ODP D A C D C D F B
Nl 120 | 122 | 123 | 141 | 142 16 17 18
zadania
OPD FP A D FP D B D C
Nr
. 19 20 22 23 24 25 26.1 26.2
zadania
ODP A.l. C PF FP B D A C

Zasady oceniania zadania 9

2 pkt — wybranie dwoch poprawnych odpowiedzi

1 pkt — wybranie jednej lub dwoch odpowiedzi, z ktérych jedna jest poprawna
0 pkt — odpowiedz catkowicie niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 4. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n, ktéra przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, liczba

n? — 2n + 4 jest podzielna przez 3.

Zasady oceniania

2 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie liczby n?> — 2n + 4 w postaci
3(3k? + 1) i stwierdzenie, ze liczba 3k? + 1 jest catkowita (naturalna)
ALBO

przeprowadzenie petnego dowodu: zapisanie liczby n? — 2n + 4 w postaci 9k? + 3
i stwierdzenie, ze kazdy sktadnik sumy dzieli sie przez 3.



1 pkt — zapisanie, ze liczban? —2n+4 = 3k + 1)2 =23k + 1) + 4,

gdziek € {0,1,2,3,4, ...}
0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwaga:

Jezeli zdajacy sprawdza poprawnos¢ tezy tylko dla wybranych wartosci n, to otrzymuje 0
punktow za cate rozwigzanie.

Przyktadowe rozwigzanie
Liczbe n mozna zapisa¢ w postacin = 3k + 1, gdziek € {0,1, 2, 3,4, ...}, a zatem
n>—2n+4=0Bk+1)?-2@k+1)+4=9k*+6k+1—6k—2+4=9k*>+3 =
=3(3k?+1)

Liczbe n? — 2n + 4 zapisaliémy jako iloczyn liczby 3 oraz liczby 3k? + 1. Dlatego, aby
udowodni¢ podzielnos¢ przez 3, wystarczy wykazac, ze drugi czynnik w rozkfadzie jest liczbg
naturalna.

Poniewaz k € {0,1,2,3,4, ...}, to liczba 3k? jest liczbg naturalna. Suma liczby naturalnej i
liczby 1 jest liczbg naturalng. To koriczy dowdd.

Zadanie 8. (0-3) DEEny4
Rozwiaz réwnanie

2x—1_ x+ 3
2—x 3x—6

Zapisz konieczne zatozenie i obliczenia.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody oraz zapisanie zatozenia x # 2, oraz poprawny
wynik x = 0.
2x—1 x+3

2 pkt — przeksztatcenie réwnania 5 = — do réwnania liniowego, np.

—3(2x — 1) = x + 3 oraz rozwigzanie tego réwnania: x = 0,

ALBO

2x—1 _ x+3

— przeksztatcenie réwnania do réwnania kwadratowego, np.

2-x  3x—6

(2x —1)(3x — 6) = (2 — x)(x + 3), oraz rozwigzanie tego réwnania:



x=0Ilubx =2,

ALBO

2x—1 _ x+3

2—X 3x—6

— przeksztatcenie rownania do réwnania liniowego, np.

—3(2x — 1) = x + 3 oraz zapisanie zatozenia: x # 2,

ALBO

2x—1 x+3

— przeksztatcenie rownania 5 = — do réwnania kwadratowego, np.

(2x —1)(3x — 6) = (2 — x)(x + 3), oraz zapisanie zatozenia: x # 2.

3 . 2x—1 x+3 3 o
1 pkt — przeksztatcenie réwnania 5 = — do réwnania liniowego, np.

—-32x—-1)=x+3,

ALBO

2x—1__ x+3
2—Xx 3x—6

2x—1)Bx—-6) =2 —x)(x+3),

ALBO

— przeksztatcenie réwnania do réwnania kwadratowego, np.

— zapisanie zatozenia: x # 2,

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposdb |

. ., 2x-1 x+3
Kazde z wyrazen: ,
2—-x 3x—6

ma sens liczbowy dla x # 2.

Przeksztatcamy réwnanie réwnowaznie:

2x—1 x+3 .
2-x  3x—6 /- 3(x — 2), gdzie x # 2

—-32x—-1)=x+3

—6x+3=x+3
—7x=0
x=0
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Rozwigzaniem rownania jest liczba x = 0.

Sposab Il

2x-1 x+3
2-x ' 3x-6

Kazde z wyrazen: ma sens liczbowy dla x # 2.

Przeksztatcamy rownanie rownowaznie:
2x—1 x+3
2—x 3x—6
2x—1)(Bx—6) =(2—x)(x+ 3), gdziex # 2

6x>—12x—3x+6=2x+6 —x%>—3x

7x* —14x =0
4x(x—2)=0
x=0Ilubx =2

Wobec zatozenia x # 2 jedynym rozwigzaniem réwnania jest liczba x = 0.

Zadanie 11. (0-2) 7
Funkcja f jest okreslona nastepujaco:

-2 dlax € (0,1)
fx)=< x-3 dla x € [1,5)
—0,5x + 4,5 dlax € [5,11]

Wykres funkcji f przedstawiono w uktadzie wspétrzednych (x, y) na rysunku ponizej.

y
3
2
1 y = f(z)
2—1012345678N1f15
~1
—2

Uzupetnij zdania. Wpisz odpowiednie przedzialy w wykropkowanych miejscach, aby zdania byty
prawdziwe.



1. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat ...... [-2,2] ... .

2. Zbiorem wszystkich liczb m, dla ktérych réwnanie f(x) = m ma doktadnie dwa rozwigzania jest
przedziat ... [—1,2) ....

Zadanie 13. (0-2)
Rozwigz nieréwnos¢
x—3=4x?—12x

Zapisz obliczenia.

Zasady oceniania

2pkt — spetnienie warunku okreslonego w zasadach oceniania za 1 pkt oraz zapisanie zbioru
R - 1
rozwigzan nieréwnosci xe [Z’ 3]
ALBO

— spetnienie warunku okres$lonego w zasadach oceniania za 1 pkt oraz przedstawienie
zbioru rozwigzan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi koricami
przedziatéw.

1 pkt — obliczenie lub podanie pierwiastkdw tréjmianu kwadratowego —4x? + 13x — 3:

1
X1 = 3,x2 =Z

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwagi:

Jezeli zdajacy, obliczajgc pierwiastki tréjmianu —4x? + 13x — 3, popetni btedy (ale otrzyma
dwa rézne pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionych btedéw zapisze zbidr rozwigzan
nieréwnosci, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajgcy wyznacza pierwiastki tréjmianu kwadratowego w przypadku, gdy btednie
obliczony przez zdajgcego wyrdznik A jest ujemny, to otrzymuje 0 punktow za cate
rozwigzanie.

Jezeli zdajacy rozpatruje inny niz podany w zadaniu tréjmian kwadratowy, ktéry nie wynika
z btedu przeksztatcenia, i w konsekwencji rozpatruje inng nieréwnos¢, to otrzymuje

0 punktdéw za cate rozwigzanie.

Akceptowane jest zapisanie pierwiastkéw tréjmianu w postaci a + b+/c, gdzie a, b, ¢ sa
liczbami wymiernymi.

Jezeli zdajacy poda zbidr rozwigzan w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi koncami

przedziatéw i jednoczesnie zapisze niewtasciwy przedziat jako zbidr rozwigzan, np.:xe (Z' 3),

to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.



Przyktadowe rozwigzanie

Zapisujemy nieréwno$¢ w postaci —4x2 + 13x — 3 > 0 i obliczamy miejsca zerowe funkgji
y = —4x? + 13x — 3.

Obliczamy wyréznik tréjmianu = —4x2 + 13x — 3.

A=132 —4-(—4)-(=3) = 169 — 48 = 121

Stad
~13 — 121
X =— o3
2-(—4)
1349121 1
G

Szkicujemy wykres funkcji y = —4x2 + 13x — 3

Odczytujemy argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci nieujemne.

L
1

)

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat [Z’ 3].

Zadanie 15. (0-3)

Wykres funkcji kwadratowej f przecina o$ Oy w punkcie A = (0,—4). Punkt B = (2,0) jest
jedynym punktem wspolnym tego wykresu z osig Ox. Wzdr funkcji f mozemy zapisaé w postaci
ogélnej f(x) = ax? + bx + c. Oblicz wartoscia, b i c.

Zapisz obliczenia

Zasady oceniania (sposobu |)

3pkt — zapisanie wartosci wszystkich wspotczynnikow: a = -1, b =4, ¢ = —4.
2pkt —wyznaczenie wspotczynnika a: a = —1

1 pkt — zapisanie wzoru funkcji f w postaci f(x) = a(x — 2)?

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.



Zasady oceniania (sposobu )
3pkt — zapisanie wartosci wszystkich wspoétczynnikow: a = =1, b =4, ¢ = —4.

2pkt —wyznaczenie wspoétczynnika ¢ = —4 oraz zapisanie uktadu dwdch réwnan, z ktérych
mozna wyznaczy¢ wartosci wspotczynnikdw a oraz b,

—b?%-16a

=0.

np.: % = 2 oraz
1 pkt — obliczenie wspdtczynnika c = —4
ALBO
- zapisanie trzech warunkéw wynikajacych z tresci zadania
-b
np.: f(0) = —4, i 2, A=0.

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzanie

sposob |
Z faktu, ze wykres jest styczny do osi Ox w punkcie B = (2,0)
Wynika, ze punkt ten jest wierzchotkiem paraboli. Wzér funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci

flx) = a(x —2)?

Punkt (0, —4) nalezy do wykresu funkcji, wiec
—4 = a(0 — 2)?
a=-1

Zatem postac kanoniczna wzoru funkcji f, to

) =—(x—2)?
Przeksztatcamy wzér funkcji f do postaci ogélnej f(x) = —x? + 4x — 4
Ostatecznie:a=—-1, b=4, c = —4.

sposob |l
Funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci ogélnej f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0.

Z tresci zadania wynika, ze f(0) = —4, % =2 oraz A=0.

f(0) = —4, wiec c = —4
b=—4a
A= b% — 4ac
A= 16a? + 16a
16a% + 16a =0



a=0Ilub a=-1
Uwzgledniajgc zatozenie a # 0 otrzymujemy
a=-1
b=-4a = -4

Ostatecznie:a=—-1, b=4, c = —4.

Zadanie 21. (0-3) [ =<2/

Figura f sktada sie z trojkata prostokatnego ABC oraz pétkola, ktérego Srednica jest przyprostokatna
AC. Dtugoé¢ przeciwprostokatnej BC jest réwna 8, a miara kata ostrego ABC jest réwna 60°. (zobacz
rysunek)

C

Oblicz obwad figury f. Zapisz obliczenia.

Przyktadowe rozwigzanie

Korzystajac z funkcji trygonometrycznych kata ABC obliczamy dtugosci przyprostokatnych AB
oraz AC.

sin60° = w
|BC|
V3 JAC|
2 8
|AC| = 43
|AB|
600 = —
coS |BC|
1 _|AB|
2 8
|AB| = 4



Odcinek AC jest $rednica kota, wiec promieri ma dtugo$¢ 2+/3.
Obliczamy dtugo$¢ tuku AC

.1
|AC| = 5 - 2m-2V3
|EZ'| = 22/3n
Obwdd L figury f jest réwny
L = |AC| + |AB| + |BC|
L =2V3mr+12

Zasady oceniania

3pkt — poprawna metoda obliczenia obwodu L = 2+/3m + 12

2pkt — obliczenie dtugosci przyprostokatnych |AC| = 4v/3 oraz |AB| = 4
ALBO
— obliczenie dtugosci tuku |AC| = 237

1 pkt — obliczenie dtugosci przyprostokatnej |AC| = 4+/3
ALBO

— obliczenie dtugosci przyprostokatnej |AB| = 4

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zadanie 27. (0-2)

Ze zbioru wszystkich naturalnych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, w ktérych kazda cyfra
jest wieksza od trzech, wylosowano jedng liczbe.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na wylosowaniu liczby, ktérej suma
cyfr jest wieksza od 23. Zapisz obliczenia.

Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia A
1

i uzyskanie poprawnego wyniku: P(A) = ”

10



1 pkt — obliczenie liczby zdarzen elementarnych: |2|=6-5-4
ALBO

— wypisanie wszystkich liczb sprzyjajgcych zdarzeniu A
{789,798,879,897,987,978}

ALBO

— zapisanie, ze jest 6 wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Przyktadowe rozwigzanie

Cyfry wieksze od 3, to: 4,5,6,7,8,9.
Obliczamy ilo$¢ wszystkich liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, wiekszych od 3.
Q] =6-5-4=120.
Wyznaczmy zdarzenie A:
A = {789,798,879,897,987,978}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A jest rowna |A| = 6.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec rdwne

6 1
P(A)—EO—Z—0

Zadanie 28. (0-4)

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokagtnego jest réwne 18, a jego objetosc 24.
Oblicz dtugo$é krawedzi bocznej tego ostrostupa.

Zapisz obliczenia.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie dtugosci krawedzi bocznej b = 5.

3 pkt — obliczenie a = 3v2 — dtugosci krawedzi podstawy oraz wysokosci ostrostupa h = 4
oraz zapisanie zwigzku pozwalajgcego na obliczenie krawedzi bocznej, np.: b? = h? +

(2
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ALBO

— obliczenie dtugosci wysokosci Sciany bocznej hy = g

2pkt — obliczenie wysokosci ostrostupa: h = 9 oraz dtugosci krawedzi podstawy a = 3+/2
ALBO
— obliczenie dtugosci przekatnej podstawy ostrostupa: |AC| = 6

1 pkt — obliczenie dtugosci krawedzi podstawy a = 3v/2
ALBO
— obliczenie dtugosci wysokosci ostrostupa h = 9

0 pkt — rozwigzanie, w ktédrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwaga

Jezeli zdajacy zastosuje nieprawidtowy wzér V = P, - H na objetosci ostrostupa (zapominajac

1 . . . P .
o 5), to za cate rozwigzanie moze uzyska¢ maksymalnie 3 pkt.

Przyktadowe rozwigzanie

Sposob |
Wprowadzmy oznaczenia tak jak na rysunku: |[AB| = a, |0S| = h, |SC| = b.

h=4

Stosujac wzér na pole podstawy ABCD otrzymujemy

a’ =18

12



a=+18
a=3V2
Podstawa ostrostupa jest kwadrat, ktérego przekatna ma dtugos¢ |AC| = avz, wiec
|AC| = 3V2 V2
|AC| = 6
Odcinek OC ma dtugosc¢ 3, wiec stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata SOC otrzymujemy
b? = 32 + 42
b? =9+ 16
b? = 25
b=5

Sposob Il
Wprowadzmy oznaczenia tak jak na rysunku: |AB| = a, |0S| = h, |SC| = b, wysoko$¢ sciany
bocznej |SE| = h;.

24—1 18- h
3

h=4

Stosujac wzér na pole podstawy ABCD otrzymujemy

a’ =18
a=+v18
a=3V2

13



Odcinek OF ma dtugosé %, wiec stosujgc twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata EFOS
otrzymujemy

h12 = (ﬂ)z + 42

2
h2—18+16
17 g
82
h?=—
1 4
V82
M=

Odcinek EC ma dtugosc %ﬁ, wiec stosujgc twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata ECS
otrzymujemy

-+
) 18 82
b = T+T

b? =25
b=

Zadanie 29. (0-4) [+::]/

Pan Alan dysponuje dziatkg w ksztatcie trapezu réwnoramiennego ABCD, ktorego podstawy majg
dtugosci |AB| = 300 metréw oraz |CD| = 60 metréw, a wysoko$¢ |CE| = 50 metrow. Z tej dziatki
musi wydzieli¢ plac pod parking w ksztatcie prostokagta KLMN tak, aby bok KL prostokata zawierat
sie w podstawie AB tego trapezu, a wierzchotki M oraz N lezaty na jego ramionach — odpowiednio
BC oraz AD.Bok MN nie jest zawarty w podstawie CD tego trapezu (zobacz rysunek).

Niech P(x) oznacza pole parkingu w zaleznosci od dtugos$ci x odcinka LM.

D 60 m C

N M
PARKING |0
4 K E‘“ L\ B
300m

Wyznacz wzér i dziedzine funkcji P. Oblicz dtugo$é x boku LM tego z rozwazanych prostokatow,
ktdrego pole jest najwieksze.
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Zasady oceniania

4 pkt -

zastosowanie poprawnej metody i poprawne wyniki, np.:
P(x) = x(300 — 4,8x), D = (0,50), x = 31%_

3 pkt — zapisanie poprawnego wzoru na pole prostokata KLMN w zaleznosci od zmiennej x oraz

2 pkt —

ALBO

1 pkt —

ALBO

0 pkt —

zapisanie dziedziny D tej funkcji, np. P(x) = x(300 — 4,8x), D = (0,50),
ALBO

zapisanie poprawnego wzoru na pole prostokgta KLMN w zaleznosci od zmiennej x (bez
zapisanej dziedziny funkcji P) oraz prawidtowe obliczenie pierwszej wspétrzednej wierzchotka

wykresu funkcji P, np. P(x) = x(300 — 4,8x) oraz x = 31%,
ALBO

zapisanie poprawnego wzoru na pole prostokagta KLMN w zaleznosci od zmiennej x (bez
zapisanej dziedziny funkcji P) oraz prawidtowe obliczenie pochodnej funkcji P, np. P'(x) =

—9,6x + 300 oraz obliczenie miejsca zerowego pochodnej: x = 31%.

zapisanie poprawnego wzoru na pole prostokagta KLMN w zaleznosci od zmiennej x (bez
zapisania dziedziny funkcji P), np. P(x) = x(300 — 4,8x)

zapisanie zaleznosci miedzy dtugosciami bokéw LM i LB, np.: y = 2,4x oraz zapisanie zakresu
zmiennosci x: x € (0,50).

zapisanie zaleznosci miedzy dtugosciami bokéw LM i LB, np.: y = 2,4x

zapisanie zakresu zmiennosci x: x € (0,50).

rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzania

Sposob |

Przyjmijmy oznaczenie, ze |LB| = y.

D 60 m C

N M
PARKING 0™ x
A K b\ L\ ! B
300 m
\EB| = 3002— 60

15



Dtugosé odcinka EB jest réwna 120 m.

Tréjkaty CEB oraz MLB s3g podobne, wiec

ILB| _|EB|
ILM| — |EC|
y 120
x 50
y=24x

Mozemy zatem zapisaé wzdr na pole prostokatnego parkingu w zaleznosci od x.
P(x) = x(300 — 4,8x)
P(x) = —4,8x% + 300x
Zmienna x moze przyjmowac wartosci z przedziatu (0, 50)
Wykresem funkcji P jest fragment paraboli skierowanej ramionami do dotfu. Obliczamy pierwszg

-300 .1
e = 317 € (0,50).

wspotrzedng wierzchotka paraboli: p =
Zatem funkcja P przyjmuje wartos¢ najwiekszg dla argumentu 31 %.
Pole parkingu jest najwieksze, jesli dtugos¢ boku x jest rowna 31% m.

Ostatecznie: P(x) = x(300 — 4,8x), D = (0,50), x = 315,

Sposob |l
Przyjmijmy oznaczenie, ze |LB| = y.

D 60 m C

N M
PARKING U™ @
A i E\ L\ Y 3
300m
\EB| = 3002— 60

Dtugosé odcinka EB jest rowna 120 m.

Tréjkaty CEB oraz MLB sg podobne, wiec

ILB| _|EB|
ILM| — |EC|
y 120
x 50

16



y =2,4x
Mozemy zatem zapisa¢ wzor na pole prostokatnego parkingu w zaleznosci od x.
P(x) = x(300 — 4,8x)
P(x) = —4,8x% + 300x
Zmienna x moze przyjmowac wartosci z przedziatu (0, 50)
Wyznaczamy pochodng funkcji P: P'(x) = —9,6x + 300 dla x € (0,50).
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P.
P'(x)=0
—9,6x +300=0
X = 31% € (0,50)
Badamy znak pochodnej funkcji P.
P'(x)<0
—9,6x +300 <0

x> 317 ix € (0,50)
wiec P'(x) < Odlax € (31%, 50).

P'(x)>0
—-9,6x +300 >0

x < 317 ix € (0,50)
wiec P'(x) > Odlax € (O, 31%).
Zatem funkcja P jest rosngca w przedziale (0, 31%] oraz malejgca w przedziale [31 i, 50).
Staddlax = 31% funkcja P osigga maksimum lokalne, ktdre jest najwiekszg wartoscig funkcji P.
Pole parkingu jest najwieksze, jesli dtugos¢ boku x jest réwna 31% m.

Ostatecznie: P(x) = x(300 — 4,8x), D = (0,50), x = 31%.
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