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KLUCZ ODPOWIEDZI DO ZADAN ZAMKNIETYCH

Nr 5
zadania 1 2 3 4 (2 pkt.) 6 8 ? 10
B
ODP B D C A G D Bl A B
Nr . 11 12.1 12.2 13 14 15 17.1 17.2 17.3
zadania
OPD C PF A A D A PF B D
Nr . 18 19 20 21 22 23 24 25 27.1 27.2
zadania
ODP A C D D B A B A D C

Zasady oceniania zadania 5

2 pkt — wybranie dwoéch poprawnych odpowiedzi

1 pkt — wybranie jednej lub dwoch odpowiedzi, z ktérych jedna jest poprawna
0 pkt — odpowiedz catkowicie niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 7. (0-2)

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba (3n + 2)% — (n + 2)? jest podzielna przez 16.

Zasady oceniania

2 pkt — przeksztatcenie danego wyrazenia do postaci iloczynu 8n(n + 1) oraz stwierdzenie, ze liczba
n(n + 1) jest liczbg naturalng parzysta lub przeksztatcenie danego wyrazenia do postaci
iloczynu 8(n? + n) oraz uzasadnienie, ze liczba n? + n jest liczbg naturalng parzysta

1 pkt — przeksztatcenie danego wyrazenia do postaci 8n(n + 1) lub 8(n? + n)

ALBO

— przeksztatcenie danego wyrazenia do postaci 8n? + 8n i stwierdzenie, 7e ta suma jest
podzielna przez 8.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwaga:

Jezeli zdajacy sprawdza poprawnos¢ tezy tylko dla wybranych wartosci n, to otrzymuje 0 punktéw
za cate rozwigzanie.




Przyktadowe rozwigzanie
Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia, zapisujemy liczbe (3n + 2)2 — (n + 2)? w postaci
Bn+2)2-m+2)2=9m?+12n+4-n?—-4n—-4=8n>+8n=8n(n+1)

Poniewazn orazn + 1 sg kolejnymi liczbami naturalnymi, to jedna z nich jest liczbg parzystg, wiec
iloczyn n(n + 1) jest liczbg parzysta, a zatem iloczyn 8n(n + 1) jest podzielny przez 16.

To nalezato wykazac.

Zadanie 12.

W kartezjaniskim uktadzie wspétrzednych (x, y) przedstawiono fragment wykresu funkcji kwadratowe;j
f. Wierzchotek W paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f, ma wspotrzedne (—1,—4%). Parabola
ta przecina o$ Oy w punkcie 4 = (0, —4).

Zadanie 12.3. (0-3)

Wz6r funkcji f mozemy zapisaé w postaci ogélnej f(x) = ax? + bx + c. Oblicz wartoci
wspotczynnikéw a, b i c.

Zasady oceniania (sposobu I)

3pkt — zapisanie wartosci wszystkich wspétczynnikéw: a = %, b=1,c=—4.
2pkt —wyznaczenie wspoétczynnika a: a = %

1 pkt — zapisanie wzoru funkcji f w postaci f(x) = a(x + 1)? — 4%

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (sposobu Il)

3pkt —zapisanie wartosci wszystkich wspétczynnikéw: a = > b=1,c=—4.
2pkt —wyznaczenie wspodtczynnika ¢ = —4 oraz zapisanie uktadu dwdch réwnan, z ktérych mozna
. .- . _ -b —-b%-16a 1
wyznaczy¢ wartosci wspoétczynnikéw a oraz b, np.: Py —1 oraz = —45.
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1 pkt —zapisanie warunkéw wynikajgcych z tresci zadania

b -A 1
f(0)=-4, ——=-1 oraz —=-4.

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzanie

sposob |
Wz6r funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci kanonocznej

f(x) =alx+1)% - 4%
Punkt (0, —4) nalezy do wykresu funkcji, wiec
—4=a(0+ 1) —4;
1
a=-=<
2
Zatem postac kanoniczna wzoru funkgji f, to
flx) = %(x +1)% — 4%

Przeksztatcamy wzor funkcji f do postaci ogélnej f(x) = %xz +x—4

Ostatecznie: a = %, b=1, c=—-4.
sposob Il
Funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci ogélnej f(x) = ax? + bx+c,a # 0.
Z treéci zadania wynika, ze £(0) = —4, — = —1 L= 4l
resci zadania wynika, ze f(0) = —4, o= oraz — = >

f(0) = —4, wiec c = —4

b =2a
A= b? — 4ac
A= 4a? + 16a

A _ 1

4q
4-a2+16a:4l

4q 2

1
a+4—45

1

a=-

2
b=2a=1

Ostatecznie: a = %, b=1, c=—-4.



Zadanie 16. (0-3)
Rozwiaz réwnanie

x3 —3x =4x*>-12
Zasady oceniania

3pkt — poprawna metoda rozwigzania réwnania i obliczenie wszystkich rozwigzan réwnania:

—V/3, V3, 4.
2pkt — przeksztatcenie réwnania x3 — 3x = 4x? — 12 do postaci (x — 4)(x? — 3) = 0 oraz
rozwigzanie jednego z rdwnan wynikajacych z tego rozktadu, np.:

(x—4)(x*-3)=0ix=4

lub
(x—4)(x*-3)=0ix=+3 oraz x =—/3

ALBO
— roztozenie wielomianu W (x) = x3 — 3x = 4x? — 12 na czynniki liniowe:

W(x) = (x —4)(x —V3)(x +V3)

ALBO
— sprawdzenie, ze liczba 4 jest pierwiastkiem wielomianu W oraz poprawne podzielenie
wielomianu W przez dwumian x — 4:

(x3—4x? —3x +12): (x — 4) = x2 - 3.
1 pkt — przeksztatcenie réwnania x3 — 3x = 4x2 — 12 tak, aby zapisa¢ go postaci
(x—4)(x>-3)=0

ALBO
— przeksztatcenie réwnania x3 — 3x = 4x? — 12 do postaci alternatywy réwnan, np.

x2—=3=01Ilubx—4=0

ALBO
— sprawdzenie, ze liczba 4 jest jednym z rozwigzan réwnania

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwiazania

Sposdb |
Przeksztatcamy réwnanie rownowaznie, stosujgc metode grupowania wyrazow

x3—3x—4x?+12=0
x(x? —3)—4(x%2-3)=0
(x—4)(x?-3)=0
(x—d(x—V3)(x+V3) =0
x—4=01Iubx—+v3=0Iub x++v3=0
x=4Ilub x =+3 lub x = —V3

Rozwigzaniami réwnania sa liczby: —v/3, V3, 4.



Sposob |l
Przeksztatcamy réwnanie réwnowaznie, stosujgc metode grupowania wyrazéw

x3—4x?2 -3x+12=0
x?(x—4)—-3(x—4)=0
(x—4)(x*-3)=0
(x—4)(x—V3)(x+V3)=0
x—4=01Ilubx—+v3=0Iubx++v3=0
x=4Ilub x =+3 lub x = —V3
Rozwigzaniami réwnania sa liczby: —v/3, V3, 4.

Sposaob Il
Obliczamy W (4) = 0 i stwierdzamy, ze liczba 4 jest pierwiastkiem wielomianu

W(x) = x3—4x? —3x + 12

Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian x — 4. Dzielimy wielomian W przez dwumian
x — 4 iotrzymujemy (x3—4x% —3x +12):(x —4) = x2 — 3.

Zatem W (x) = (x — 4)(x? — 3)
Pierwiastkami dwumianu x? — 3 s3 liczby —/3 oraz /3.

Rozwigzaniami réwnania sg liczby: —/3, V3, 4.

Zadanie 26. (0-3)

Rozwazmy wszystkie czterowyrazowe ciagi arytmetyczne o réznicy r = 2. Wyznacz wyrazy tego
z rozwazanych ciggdw, ktdrego suma kwadratow wszystkich czterech wyrazéw jest najmniejsza.

Zasady oceniania Sposobu |

3pkt — poprawna metoda obliczenia wyrazow ciggu spetniajgcego warunki zadania:
-3,—1, 1, 3.

2pkt — poprawne zapisanie wzoru funkcji f(x) = 4x? + 24x + 56 oraz obliczenie argumentu x,
dla ktérego wartosc funkcji jest najmniejsza: x = —3

1 pkt —wyznaczenie funkcji f(x) = x% + (x + 2)? + (x + 4)? + (x + 6)? okre$lonej dla kazdej
liczby rzeczywistej x.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania Sposobu I/
3pkt — poprawna metoda obliczenia wyrazow ciggu spetniajgcego warunki zadania:
-3,-1, 1, 3.

2pkt — zapisanie wyrazenia (x — 3)% + (x — 1)? + (x + 1)? + (x + 3)? w postaci 4x? + 20 oraz
stwierdzenie, ze suma ta jest najmniejsza, gdy x = 0.

1 pkt — zapisanie wyrazenia bedgcego sumg kwadratéw czterech poczatkowych wyrazéw ciggu, np.:
(x —3)%2+ (x —1)% + (x + 1)? + (x + 3)? okreslonego dla kazdej liczby rzeczywistej x.



0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzania

Sposdb |

Oznaczamy przez x pierwszy wyraz ciggu. Wtedy drugi, trzeci i czwarty wyraz tego ciggu sg réowne
odpowiednio: x + 2, x + 4, x + 6.

Suma kwadratéw wszystkich czterech wyrazéw tego ciagu jest wiec réwna

X2+ (x+2)?2+(x+4)?+(x +6)>2
Rozwazmy funkcje f okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x wzorem
fO)=x?2+(x+2)2+(x+4)?+ (x+6)?
Funkcja f jest kwadratowa, a jej wzér mozemy zapisa¢ w postaci
f(x) = 4x? + 24x + 56

Poniewaz wspoétczynnik przy x? jest dodatni, wiec funkcja ta przyjmuje najmniejsza warto$¢ dla

argumentu x = —2% = —3. Gdy x = —3, to rozpatrywany cigg arytmetyczny ma posta¢ (—3,—1,1,3).

Sposdb I

Niech x — 3 bedzie pierwszym wyrazem ciggu arytmetycznego o réznicy 2. Wtedy drugi, trzeci
i czwarty wyraz tego ciggu sg rowne odpowiednio: x — 1, x + 1, x + 3.

Suma kwadratéw wszystkich czterech wyrazéw tego ciagu jest wiec rowna

(x—=3)2+(x—1)2?+ (x+1)% + (x + 3)?
Sume te mozemy zapisa¢ w postaci
x2—6x+9+x2—-2x+1+x24+2x+1+x*+6x+9
4x2 + 20

Poniewaz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, wiec suma ta jest najmniejsza, gdy
4x? = 0, a wiec, gdy x = 0. Wtedy rozpatrywany cigg ma posta¢ (—3,—1,1,3).

Zadanie 28. (0-2)
Ze zbioru {2,3,4,5,6,7,8} siedmiu liczb losujemy bez zwracania kolejno dwa razy po jednej liczbie.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajgcego na tym, ze suma wylosowanych liczb jest
liczba podzielng przez 3.

Przyktadowe rozwiazanie

Sposdb |
Przyjmijmy, ze zdarzeniem elementarnym jest uporzadkowana para (x, y) dwdch réznych liczb ze
zbioru {2,3,4,5,6,7,8}. Wyznaczamy zbiér Q wszystkich zdarzen elementarnych

0 =1{(23),(24),(25),(2,6),(2,7),(28),
(3,2),(3,4),(3,5),(3,6),(3,7),(3,8),
(4,2), (4,3),(4,5),(4,6), (4,7), (4.8),
(5,2),(5,3),(5:4),(5,6),(5,7), (5,8),
(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,7), (6,8),



(7,2),(7,3),(7,4),(7,5),(7,6),(7,8),
(8,2),(8,3),(84),(8,5),(86),(8,7)}
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna |Q] = 7 - 6 = 42.
Wyznaczmy zdarzenie A:
A ={(24),(26),3,6),(42),(45),(48),(54),
(5,7),(6,3),(7,2),(7,5),(7,8),(8,4),(8,7)}
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A jest rowna |A| = 14.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec rowne

14 1
P(A):EZE

Uwaga
Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych mozemy przedstawic¢ za pomoca tabeli.

Zdarzenia elementarne odpowiadajg polom o biatym tle. W kazde pole tabeli wpisujemy odpowiednig
sume wylosowanych liczb, a te sumy, ktdre sg podzielne przez 3 zaznaczamy kolorem zielonym.
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna || = 7 - 6 = 42, a liczba zdarzen
elementarnych sprzyjajgcym zdarzeniu A jest réwna [A]| = 2 - 7 = 14.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec rowne
14 1

P(A) = no3
Sposadb Il
Przyjmijmy, ze zdarzeniem elementarnym jest dwuelementowy podzbiér {x, y} dwdch réznych liczb
ze zbioru {2,3,4,5,6,7,8}. Wyznaczamy zbiér Q wszystkich zdarzen elementarnych

Q= {{2,3},{24},{2,5},{2,6},{2,7},{2,8},
{3,4},{3,5},{3,6},{3,7},{3,8},
{415}1 {4’16}1 {4’17}' {4'8}:
{5,6},{5,7},{5,8},

{6,7},{6,8},
{7,8}}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jestrowna |Q] =6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1 = 21.
Wyznaczmy zdarzenie A:
A = {{2,4},{2,6},{3,6},{4,5},{4.8},{5,7},{7.8}}
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A jest réwna |[A| = 7.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec rowne
7 1
P(A) = Z = g



Sposob

Suma dwdch liczb catkowitych jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy obie liczby sg podzielne
przez 3 albo gdy jedna daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, a druga reszte 2. W zbiorze {2,3,4,5,6,7,8}
mamy dwie liczby podzielne przez 3 (sg to 3 i 6), dwie, ktdre przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 1 (sg to
4 i 7) oraz trzy, ktére przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 2 (sg to 2, 5 i 8). Oznaczmy kazdy rodzaj z tych
liczb odpowiednio przez t, s, r. Potraktujmy nasze doswiadczenie losowe jako zdarzenie dwuetapowe
i sporzadzmy drzewko ilustrujgce to zdarzenie, zawierajgce tylko istotne gatezie dla zdarzenie A.

{2t,2s,3r}
2 3
7
t S r
{1¢t, 25,371} {2t, 15,31} {2¢t,2¢,2r}

1 3 2
6 6 6

t r s

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec rowne

+23+3
76 7

NN
N -

P(A) =

Zasady oceniania

2 pkt - zastosowanie poprawnej metody obliczenia prawdopodobieristwa zdarzenia A i uzyskanie
iku:P(A)===L=1
poprawnego wyniku: Rrinyiai-
1 pkt — przyjecie, ze zdarzeniem elementarnym jest uporzgdkowana para dwdch réznych liczb
i wypisanie wszystkich zdarzen elementarnych lub obliczenie/podanie liczby tych zdarzen:

[2] = 7 - 6 lub sporzadzenie tabeli 0 42 polach odpowiadajacych zdarzeniom elementarnym,

ALBO
— wypisanie (zaznaczenie w tabeli) wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

i niewypisanie zadnego niewtfasciwego:

(2,4),(2,6),(3,6),(4,2),(4,5),(48),(54),(57),(6,3),(7,2),(7,5), (7,8),(84), (8,7)
lub zapisanie liczby tych zdarzen elementarnych: |4| = 14

ALBO

— przyjecie, ze zdarzeniem elementarnym jest dwuelementowy podzbidr réznych liczb
i wypisanie wszystkich zdarzen elementarnych lub obliczenie/podanie liczby tych zdarzen:
[2] = 21 lub sporzadzenie tabeli 0 21 polach odpowiadajacych zdarzeniom elementarnym,

ALBO

— wypisanie (zaznaczenie w tabeli) wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
i niewypisanie zadnego niewtasciwego: {2,4},{2,6},{3,6},{4,5},{4,8},{5,7},{7,8}
lub zapisanie liczby tych zdarzen elementarnych: |A| = 7

ALBO

— sporzadzenie drzewa stochastycznego ztozonego z 42 gatezi ilustrujgcego opisane
doswiadczenie losowe

ALBO



— sporzadzenie drzewa stochastycznego ilustrujgcego opisane doswiadczenie losowe,
ztozonego z tylko z istotnych 14 gatezi i zapisane prawdopodobienstwa na co najmniej jednym
odcinku kazdego poziomu drzewa

ALBO

— sporzadzenie drzewa stochastycznego ilustrujgcego opisane doswiadczenie losowe,
ztozonego z tylko z istotnych 3 gatezi i zapisane prawdopodobienstw na co najmniej jednym
odcinku kazdego poziomu drzewa

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zadanie 29. (0-4)

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna ma dtugos¢ 15 i tworzy z ptaszczyzng
podstawy kat, ktdrego tangens jest rowny %. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie objetosci ostrostupa: V = 864.
3 pkt — obliczenie a — dtugosci krawedzi podstawy oraz wysokosci ostrostupa: a = 12v2, |SO| = 9

ALBO

— obliczenie pola podstawy ostrostupa: P = 288 oraz wysokosci ostrostupa: |SO| =9
2pkt — obliczenie wysokosci ostrostupa: |SO| =9

ALBO

— obliczenie dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa: a = 12+/2

ALBO

— obliczenie dtugosci przekatnej podstawy ostrostupa: |AC| = 24
ALBO

— obliczenie objetosci I/; = 32 ostrostupa, ktérego podstawa jest kwadrat o przekatnej dtugosci
8 i wysokosci 3, podobnego do rozpatrywanego ostrostupa oraz zapisanie stosunku objetosci

n_ (1)®

v (3)

1 pkt — zapisanie zaleznosci wynikajacej z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata prostokatnego A0S,
np.: (3x)? + (4x)? = 152

ALBO

. . 3
— obliczenie sina = S
ALBO

. . 4
— obliczenie cosa = S

ALBO
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— obliczenie objetosci V/; = 32 ostrostupa, ktérego podstawa jest kwadrat o przekatnej dtugosci
8 i wysokosci 3, podobnego do rozpatrywanego ostrostupa oraz zapisanie skali podobieristwa

k=3 lub k=3,
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Uwaga

Jezeli zdajacy przy obliczaniu objetosci ostrostupa zastosuje nieprawidtowy wzér V = P, - H

(zapominajac o %), to za cate rozwigzanie moze uzyska¢ maksymalnie 3 pkt.

Przyktadowe rozwigzanie

Sposob |
Wprowadzmy oznaczenia tak jak na rysunku: |AS| = 15, |0S| = 3x, |0A| = 4x, |CD| = a.

S

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkagta prostokatnego A0S otrzymujemy
(3x)% + (4x)? = 152
9x2 + 16x2 = 225

25x2% = 225
x2=9
x=3

Otrzymujemy wiec: |0S| =9, |0A| = 12.

Podstawa ostrostupa jest kwadrat, ktorego przekatna ma dtugos$é |AC| = 24, wiec pole tego kwadratu

jest réwne P = % |AC)?.

P =3-24% = 288

Obliczmy objetos¢ ostrostupa:
V=2-P-10S|

V=§-288-9=864

Sposaob I
WprowadZmy oznaczenia tak jak na rysunku: |AS| = 15, |CD| = a.
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Korzystajac ze wzordéw trygonometrycznych obliczymy sin « oraz cos a.

sina

{sin2 a+cosla=1

sina =—-cos«a
2

3 2
(Zcosa> +cos“a=1

25 oo,
16COS a =

Poniewaz a jest katem ostrym, wiec

1S0| =9

Podstawa ostrostupa jest kwadrat, ktorego przekatna ma dtugos$é |AC| = 24, wiec pole tego kwadratu
jest réwne P = % |AC)?.

12



1
P =--24? =288
2
Obliczmy objetos¢ ostrostupa:

1
V==-P-|SO
3P 50|

1
V=§-288-9=864

Sposadb Il
Rozpatrzmy ostrostup, ktdrego podstawg jest kwadrat o przekatnej dtugosci 8 i wysokosci 3. Krawedz
boczna tego ostrostupa ma dtugosé réwng

V324+42=5

Objetos¢ tego ostrostupa jest rowna

Ostrostup ten jest podobny do ostrostupa opisanego z zadaniu, a skala tego podobienstwa jest réwna 135 =

Poniewaz stosunek objetosci bryt podobnych jest réwny szescianowi skali ich podobieristwa, wiec

Vl_(1)3_ 1
v \3) 27

Gdzie I to objetos¢ ostrostupa opisanego z zadaniu. Zatem

V=27V, =27-32=2864
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